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Zrédto: this is engineering Raeng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Jak myslisz, czy uktady rownan pierwszego stopnia mozna rozwigzywac¢ w inny sposob niz
metoda podstawiania lub przeciwnych wspotczynnikow? Odpowiedz na to pytanie brzmi:
»Tak, mozna”.

W tym materiale wykorzystamy geometryczng interpretacje uktadow réwnan. Skorzystamy
z faktu, ze robwnanie liniowe, w ktérym wystepuja dwie zmienne mozna zapisac jako
rownanie prostej. Nastepnie, rysujac te proste w ukladzie wspotrzednych, mozemy
odpowiednio zinterpretowac ich zachowanie wzgledem siebie.

Czy ten sposob jest lepszy niz inne? Czy w tatwy sposdb mozna odczyta¢ rozwigzania
w takim podej$ciu? Na to i inne pytania znajdziesz odpowiedz zapoznajac si¢ z dalsza
cze$cig materiatu.

Twoje cele

e Rozwigzesz ukiad réwnan pierwszego stopnia z dwoma niewiaodmymi korzystajac
z jego interpretacji geometryczne;j.
o OkreSlisz liczbe rozwigzan uktadu rownan na podstawie wykresow prostych.




Przeczytaj

Rownanie linii prostej, ktora jest wykresem funkciji liniowej, zapisywaliSmy dotad w postaci:
y=azx+b.

Postac¢ taka nazywamy postacig kierunkowa, bowiem od razu widzimy, jaki jest
wspotczynnik kierunkowy rozwazanej proste;.

W postaci kierunkowej nie mozna jednak zapisa¢ rownan prostych rownolegtych do osi Y,
gdyz ich wspotczynnik kierunkowy nie jest okreslony. Dlatego, aby moc rozwazac
jednoczes$nie wszystkie rodzaje prostych na ptaszczyznie, uzywamy czesto zapisu rownania
prostej w postaci ogolne;:

Az + By+ C =0,
gdzie A, B oraz C s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

Oczywiscie, jesli dana prosta jest wykresem funkcji liniowej, to jej rownanie zawsze mozna
zapisa¢ w obu postaciach.

Przyktad 1

Rownanie prostej zapisane w postaci ogolne;:
3z —2y+1=0

mozemy zapisa¢ w postaci kierunkowe;j:

Y= %w + %

Przyktad 2

Rownanie prostej zapisane w postaci kierunkowe;j:
Y= %:c —2

mozemy zapisaC¢ w postaci ogolnej:

3z —4y — 8 = 0.

Zapis roOwnania prostej w postaci ogolnejlub kierunkowej czesto pojawia si¢ w uktadach
rownan liniowych. Sposoby rozwigzywania takich uktadéw to np. metoda podstawiania lub
przeciwnych wspoétczynnikow. Pokazemy, ze rozwiazywanie uktadu rownan liniowych
mozna zinterpretowac jako poszukiwanie punktu przeciecia pewnych prostych w ukladzie
wspotrzednych.

Przyktad 3
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javascript:void(0);

2z + 3y =1

Rozwigzemy metodg podstawiania uktad rownan: { 4 5
T—y=—

Z drugiego rOwnania wyznaczamy y w zaleznosci od x, a nastepnie otrzymane wyrazenie
podstawiamy do pierwszego réwnania:

20+ 3y =1
y=4x+5

2c +3(4x+5) =1
y=4x+5

14x = —14
y=4x +5

e +s

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest wiec paraliczb x = —1 orazy = 1.

Zobaczymy teraz, ze ten sam wynik mozemy uzyskac, rysujac pewne proste w uktadzie
wspotrzednych.

Przyktad 4

Rozwigzemy ten sam uklad rownan metodg graficzng. W tym celu przeksztatcamy oba
rownania do postaci kierunkowe;j:

y=-3c+73
y=4r+5

Aby odczytac rozwigzanie powyzszego uktadu, poszukujemy punktu, ktory nalezy
jednoczes$nie do prostejy = —%:r: + % oraz do prostejy = 4z + 5. Z rysunku
odczytujemy, ze obie proste przecinajg sie w punkcie (—1,1). Zatem metodg graficzng
otrzymujemy to samo, co metodg algebraiczng, rozwigzanie ukladu rownan : x = —1 oraz
y=1.




Interpretacja geometryczna uktadu rownan liniowych pozwala lepiej zrozumiec¢, dlaczego
uklad taki moze miec¢ albo dokitadnie jedno rozwigzanie, albo nieskonczenie wiele, albo zero
rozwiazan. Rozpatrzmy ukiad rownan postaci:

y=a1r+b
Y = asx + by’

Para liczb x oraz y jest rozwigzaniem tego ukladu wtedy i tylko wtedy, gdy punkt A
o wspotrzednych (z, y) nalezy jednoczesnie do prostejy = ayx + by i do proste;
Yy = asx + by.

Rozwigzanie uktadu rownan polega na znalezieniu punktow wspolnych dwoch prostych na
plaszczyznie, zatem uktad dwoch réwnan liniowych:

e nie marozwigzan, gdy proste sg rownolegle i si¢ nie pokrywaja,
« ma nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy proste si¢ pokrywaja,
» ma dokladnie jedno rozwigzanie, gdy proste si¢ przecinaja.

Przyktad 5

Uklad rownan: {y =z—2
y=x+1

nie ma rozwiazan, poniewaz proste o rownaniachy =z —2orazy = + 1 s3
rownolegle i nie majg punktow wspolnych.




Przyktad 6

z—y=0

Uktad r¢ 1
ad rownan {2x—2y:0

ma nieskonczenie wiele rozwigzan, gdyz wyznaczajac z obu rownan y, uzyskamy
rownanie tej samej prostej: y = x.

v A
3.
Yy=x
2.
1.
. i
3 2 1 1 2 3 4y
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Przyktad 7

y=—x+ 2
y==z
ma doktadnie jedno rozwiazanie, poniewaz proste y = —x + 2 oraz y =  przecinajg si¢

Ukltad rownan: {



w punkcie (1, 1). A zatem jedynym rozwigzaniem uktadu jest paraliczbz = 1,y = 1.

Wazne!

Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy na pewno dobrze odczytaliSmy wspolrzedne z rysunku:
1=-1+42
1=1

Stownik
prosta

zbior punktéw opisanych nastepujacym rownaniem ogélnym Az + By + C' = 0, gdzie A
i B nie moga by¢ réwnoczesnie rowne zeru, a C jest dowolna liczba rzeczywistg



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie rozwiaz kolejne polecenia.

Polecenie 2

W ktorym punkcie przecinaja sie proste o réwnaniach:
y=2z —lorazy= 1z +1?

Polecenie 3

Rozwigz metodg graficzng uktad réwnan:

y+3x=1
y+xz=-1
Polecenie 4

Trzeba zapakowac 1310 kg towaru do 30 skrzynek dwdch rodzajéow: mniejszych,
mieszczacych 40 kg, i wiekszych na 50 kg. lle trzeba wzig¢ skrzynek mniejszych, a ile

wiekszych?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

T
Rozwigzaniem uktadu réwnan { y jest para liczb:
z+y=3

O z=-1y=-2
O z=2y=1
O z=-2,y=-1

O z=1Ly=2

Cwiczenie 2

Wskaz uktad réwnan, ktéry nie ma rozwigzan:

. {w—yzl

T—yY=
O {—x+y——1
T—yY=
C){m+y:—1
z—y=1
C){m+y:1



Cwiczenie 3 @

Wskaz uktad réwnan, ktéry ma nieskonczenie wiele rozwigzan:

3z — 3y = -3
D {—6a:+6y:6

O {3x—6y:1

2 +y=—1

Cwiczenie 4 ®

Suma dwéch liczb wynosi 45. Jezeli jedna z nich powiekszymy o 20%, a drugg zmniejszymy o
20%, to ich suma zmniejszy sie o 1. Mniejsza z danych liczb to:

O 20
O 25
O 15

O 10



Cwiczenie 5 @

Wykres funkgcji f(z) = —2x + 1 przecina wykres funkcji g(z) = 3z + 11 w punkcie P.
Wtedy:

O P=(-2,5)
O P = (_3a 7)
O P=(-49)
O P=(-1,3)
Cwiczenie 6 @
. , , 22 —y=-3 . .
Interpretacje geometryczng uktadu réwnan: stanowia dwie proste
2z +y=—1

przecinajace sie w punkcie:

O P=(-11)
O P=(-1,0)
O P=(1,2)
O P=(0,0)

Cwiczenie 7

2z —5y+11=0|| —2z+3y—4=0]|Te+5y+1=0/| 2z +3y—4=0




Cwiczenie 8

Na rysunku znajduje sie interpretacja geometryczna uktadu réwnan:




Cwiczenie 9

3r —ay =2

jest paraliczbx = 1, y = —1. Wynika stad, ze:
be - y=5 J p ) Yy a

Rozwigzaniem uktadu réwnan: {

() a=-6,b=1
() a=6,b=-1
() a=1,b=6

O a=-1,b=6

Cwiczenie 10

3r—y=4
Uktad réwnan: Ty ma nieskonczenie wiele rozwigzan. Wynika stad, ze a jest
—6z +2y=a
rowne:
() a=-8
O a=-6
() a=-4
() a=-10
Cwiczenie 11 @

Rozwigz uktady réwnan:
T+y=>5
2) {333 + 2y = 12
T—yY=—
{5:6 +2y= 20
9 {:c +y=-1
3z + 3y = 9
4o +y = —
{733 -3y = 8



Cwiczenie 12

Rozwiaz graficznie uktady réwnan:
) {33: +y=38

z—y=20

2 =3
b) { r+y

3 —y=2

C){5a:—y:—2

d){m+2y:

Cwiczenie 13

Rozwiagz uktady rownan :

y _
G 5+E=1
T+ 2y= -2

— + o
L=
x+4y z—5y —3

) Ao —3) 1 3(y+1) = -7
c {5(w+2)—2(y—7)=38

Cwiczenie 14

Oblicz a i b, wiedzac, ze wykres funkcji f(z) = %J“b ma nieskonczenie wiele punktéw

wspolnych z prosta o réwnaniu f(z) = 0,5z — 3.



Cwiczenie 15 @

Zapisz uktady rownan, ktérych rozwigzania graficzne sg przedstawione na rysunkach:

b) )

¥ Y
4 4
3 3
2 2
1
=3 —2 -1 0| 1 3 x -3 —2 -1 T 2 3 x
-1
-2
Cwiczenie 16 O

Za 43 zt kupiono 20 kg jabtek dwdch gatunkéow: po 2 zti po 2, 50 zt za kilogram. lle
kilograméw jabtek kazdego gatunku zakupiono?

Cwiczenie 17 @

Wykresy funkcji f(z) = az + 8ig(x) = x + b przecinaja sie w punkcie P = (2, 2). Oblicza
ib.

Cwiczenie 18 @

Znajdz réwnanie ogdlne prostej przechodzacej przez punkty A i B, wiedzac, ze:
a)A=(1,2)iB=(6,3),
b)A=(=7,1)i B=(0,—1).

Cwiczenie 19

Wykresy funkcji f1(z) = —2z + 3, fo(x) = 3z — 21 f3(x) = 5z + b przecinaja sie
w jednym punkcie. Oblicz b.



Cwiczenie 20 @

Na koncert filharmonii przyszto do szkolnej auli 220 uczniéw. Wiadomo, ze ucznidéw, ktorzy
zajeli miejsca siedzace, byto 10 razy wiecej niz pozostatych. Mozna byto usigsé na krzesle lub
na czteroosobowej tawce. Zajeto w sumie 65 krzeset i tawek. lle krzeset zajeli uczniowie
podczas koncertu?

Cwiczenie 21 @

Po zmieszaniu 3 kg cukierkow czekoladowych i 3 kg cukierkdw owocowych powstata
mieszanka, za kilogram ktorej trzeba zaptaci¢ 10 zt. Gdyby zmiesza¢ 5 kg cukierkéow
czekoladowych i 3 kg cukierkéw owocowych, to jeden kilogram takiej mieszanki kosztowatby
10, 50 zt. lle kosztuje 1 kg cukierkéw czekoladowych, a ile owocowych?

Cwiczenie 22 @

Dwaj sasiedzi, Marek i Andrzej, poswiecajg wolny czas na zajecia organizowane przez
Osiedlowy Os$rodek Sportu. Marek w tym tygodniu byt tam m.in. dwie godziny na basenie

i trzy godziny na sitowni, za co zaptacit 23 zt. Andrzej za pie¢ godzin spedzonych na basenie
i jedng - na sitowni zaptacit o 2 zt wiecej niz Marek. lle trzeba zaptacic¢ za godzine pobytu na
basenie, a ile za godzine ¢wiczen na sitowni?

Cwiczenie 23 @

Przed rokiem Ania byta trzy razy starsza od Oli. Za trzy lata Ola bedzie dwa razy mtodsza od
Ani. lle lat bedzie miata Ania, gdy Ola skoriczy 18 lat?

Cwiczenie 24 @

Oijciec i jego trzy corki majg w sumie 94 lata. Cztery lata temu najstarsza corka byta dwa razy
mtodsza od ojca, a dwie mtodsze dziewczynki miaty razem 21 lat. lle lat temu najstarsza corka
uzyskata petnoletnios¢?

Cwiczenie 25 @

Marysia zapytata Zosie: ,,/lle masz lat?”. Wtedy Zosia odpowiedziata: ,,Gdy ty bedziesz w moim
wieku, ja bede miata 28 lat. Gdy ja bytam w twoim wieku, byfas ode mnie 3 razy mtodsza’. lle
lat ma obecnie kazda z nich?



Cwiczenie 26 @

Liczba dwucyfrowa jest o 27 wieksza od liczby, ktéra powstata z zamiany cyfr w danej liczbie.
Wiadomo tez, ze suma cyfr danej liczby jest liczbg ztozong. Wypisz wszystkie liczby
dwucyfrowe spetniajgce podane warunki.

Cwiczenie 27 @

Dany jest uktad réwnan:
20 — Ty = —3
{aa: +by=9
z niewiadomymi z i y. Oblicz warto$¢ wyrazenia 2a + b, wiedzac, ze uktad ma jedno
rozwigzanie (z, y) takie, zex — y = 1.



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Geometryczna interpretacja ukladu rownan I stopnia

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IV. Uklady rownan

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozwigzuje uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych,;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozwigzuje uktad rownan pierwszego stopnia korzystajgc z jego interpretaciji
geometrycznej,
» okresla liczbe rozwigzan na podstawie wykresow prostych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e rOzmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Galeria zdje¢
interaktywnych” i ¢wiczenia interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel we wspolpracy z uczniami wybiera ekspertow, ktorzy przygotowujq informacje
na podane przez nauczyciela tematy:

« wykres funkciji liniowe;j,
y=ar—+b

e oraficzna interpretacja ukladu rownan postaci .

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w parach informacje dotyczgce rysowania wykresow
funkciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie - eksperci w dowolnej formie przedstawiaja przygotowane przez siebie
informacje.

2. Pracujac w parach metodg analizy przypadku, uczniowie analizuja przyktady zawarte
w sekcji ,Przeczytaj’ i galerii zdje¢ interaktywnych.

3. Nauczyciel oraz eksperci wyjasniajg ewentualne watpliwosci.

4. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy, ktore podchodzg do stacji zadaniowych
przygotowanych przez ekspertow. Kazda z grup rozwiazuje przygotowane przez nich
zadania.

5. Eksperci wspieraja pozostatych uczniow, wyjasniajg watpliwosci. Nauczyciel nadzoruje
prace grup.



6. Po wykonaniu zadan z danego zakresu, grupy zadaniowe przechodzg do kolejnej stacji.

7. Uczniowie w parach rozwigzuja zadania zawarte w materiale multimedialnym.
Rozwigzania zadan uczniowie zapisuja w zeszycie, sprawdzajgc w materiale ich
poprawnosc.

Faza podsumowujaca:

1. Przedstawiciele grup krotko omawiajg trudnosci, na jakie natkneli si¢ podczas
rozwiazywania zadan.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja polecenia w sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych”
Materialy pomocnicze:
» Proste rownolegle, proste prostopadte
Wskazowki metodyczne:

Galeri¢ zdje¢ mozna wykorzystac na lekcji poswieconejzadaniom tekstowym prowadzgcym
do rozwigzywania uktadow réwnan liniowych.
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