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Asymptoty wykresu funkcji f(z) =

T+p "

Zrédto: Pete Linforth z Pixabay, domena publiczna.

Przygladajgc sie¢ wykresowi hiperboli mozna zauwazyc¢, ze gatezie hiperboli zblizaja si¢ do
pewnych prostych, lecz nigdy tych prostych nie przecinajg. Proste te nosza nazwe
asymptot. W tym materiale dowiesz si¢, czym sg asymptoty oraz jak je wyznaczac¢ na
podstawie wykresu oraz wzoru funkcji.

Twoje cele

» Podasz definicj¢ asymptoty.
 Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = %, z # 0 na podstawie wykresu tej

funkcji.
 Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = =, z # 0 na podstawie wzoru
funkcii.
« Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = 2% + ¢ na podstawie wzoru funkcji.
« Wyznaczysz asymptoty wykresu funkcji f(z) = 2% + ¢ na podstawie wykresu

funkcii.


https://pixabay.com/tr/users/thedigitalartist-202249/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=882859
https://pixabay.com/tr/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=882859

Przeczytaj

Definicja: Asymptota pionowa

Funkcja f(x) ma asymptote pionowg prawostronng w x = a wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(z) =+ocolub lim f(z) = —oc.
T—a

rz—at

Funkcja f(x) ma asymptote pionowg lewostronng w = a wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(z) = +oolub lim f(z) = —ooc.
Tr—a

T—a

Definicja: Asymptota ukosna

Funkcja f(x) ma asymptote uko$na lewostronng y = ax + b wtedy i tylko wtedy, gdy
lim @ =ai lim (f(xz)—az)="0.

T——00 T——00
Funkcja f(x) ma asymptote uko$na prawostronng y = ax + b wtedy i tylko wtedy, gdy
lim L2 — g lim (f(z) — az) = b.

r—+00 T——+00

Definicja: Asymptota pozioma

Funkcja f(x) ma asymptote poziomg prawostronng y = b wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(x) =0

z—+00
Funkcja f(x) ma asymptote poziomg lewostronng y = b wtedy i tylko wtedy, gdy

lim _ f(z) =b.

Powyzsze definicje wykraczajg poza zakres tego tematu. Podjemy je jako ciekawostke. Dla
naszego wywodu mozemy przyja¢ ponizsza definicje asymptoty.

Definicja: Asymptota krzywej

Prosta jest asymptota danej krzywej, jesli dla punktu oddalajgcego si¢ nieograniczenie
wzdtuz krzywej odlegtos¢ tego punktu od prostej dgzy do zera. Asymptota funkciji to
asymptota krzywej stanowigcej wykres funkcii.

Intuicyjnie mozna przyjac, ze asymptota wykresu funkcji, to prosta, do ktorej wykres sie
zbliza, jesli oddalamy si¢ od poczatku uktadu wspotrzednych.

Przyktad 1

Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkcji f(z) = % Wyznaczymy roéwnania
asymptot.




Rozwigzanie

Wykres funkcji posiada dwie asymptoty - pionowa - o rownaniu z = 0 (zielona
przerywana linia), oraz poziomg - o réwnaniu y = 0 (z6lta przerywana linia).

Przyktad 2

Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkcji f(z) = — % Wyznaczymy réwnania
asymptot.




Rozwigzanie

Wykres funkcji posiada dwie asymptoty - pionowa - o rownaniu z = 0 (zielona
przerywana linia), oraz poziomg - o rownaniu y = 0 (z6lta przerywana linia).

Przyktad 3

Wyznaczymy dziedzine i zbiér wartosci funkcji f(z) = %, a # 0.
Rozwigzanie

Dy =R\ {0}

ZWs =R\ {0}

Zauwazmy, ze funkcja nie jest okreslona dla z = 0 i wlasnie prosta o rownaniu z = 0 jest
asymptotg pionowa. Podobnie funkcja nie przyjmuje wartosci y = 0 i prostay = 0 jest
asymptota pozioma.

Przyktad 4

Wyznaczymy rownania asymptot wykresu funkcji f(z) = -2
Rozwigzanie

Wykres funkcji f(z) = % powstaje w wyniku translacji wykresu funkcji g(z) = <

T
owektor v = [1,0]. Przesunieciu ulegaja rowniez asymptoty. Zauwazmy, ze rOwnanie
asymptoty poziomej nie zmieni si¢, natomiast asymptota pionowa bedzie miata inne
rownanie.

Odpowiedz:
Rownanie asymptoty pionowej: ¢ = 1
Rownanie asymptoty poziomej: y = 0

Ponizszy rysunek przedstawia opisang sytuacje.
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Zauwazmy, ze zmianie ulegta dziedzina funkcji, tzn. Dy = R\ {1}, oraz przedziaty
monotoniczno$ci funkcji, funkcja jest malejgca w kazdym z przedziatow: (—oo, 1), (1, 00).
Przyktad 5

Wyznaczymy réwnania asymptot wykresu funkcji f(z) = —+ — 2.

T

Rozwigzanie

Wykres funkciji f(z) = —+ — 2 powstaje w wyniku przesuniecia wykresu funkcji

g(z) = =L o wektor v = [0, —2]. Przesunieciu ulegajg rowniez asymptoty. Zauwazmy,

ze rOwnanie asymptoty pionowej nie zmieni si¢, natomiast asymptota pozioma bedzie
miala inne réwnanie.

Odpowiedz:
Rownanie asymptoty pionowej: ¢ = 0
Rownanie asymptoty poziomej: y = —2

Ponizszy rysunek przedstawia opisana sytuacije.



Zauwazmy, ze zmianie ulegt zbior wartosci funkciji, tzn. ZW; = R \ {-2}.

Przyktad 6

Wyznaczymy rownania asymptot wykresu funkcji f(z) = 25 + 4.

Rozwigzanie

Wykres funkciji f(z) = —25 + 4 powstaje w wyniku translacji wykresu funkcji g(z) = <

T

o wektor @ = [—2, 4]. Przesunieciu ulegajg rowniez asymptoty.
Odpowiedz:
Rownanie asymptoty pionowej: ¢ = —2

Rownanie asymptoty poziomej: y = 4

Ponizszy rysunek przedstawia opisana sytuacje.



Zauwazmy, ze wraz z przesunieciem wykresu funkcji zmianie ulegta dziedzina i zbior
wartos$ci funkcji, wiec i asymptoty.

D; =R\ {-2}

ZW; =R\ {4}

Stownik

translacja

przesuniecie kazdego punktu figury badz przestrzeni o te samg odleglos¢ w ustalonym
kierunku



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z symulacja interaktywnga. Zwré¢ uwage jak zmieniaja sie réwnania asymptot
wykresu funkcji wraz ze zmiang wspoétczynnikéw p oraz q. Czy zmiana wspoétczynnika a ma
wptyw na réwnania asymptot wykresu funkcji? Odpowiedz na te pytania w poleceniu 2.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dag3ilBeY

Polecenie 2

Na podstawie powyzszej symulacji interaktywnej potacz fragmenty zdan w pary, aby uzyskac
zdania prawdziwe dotyczace wptywu wspotczynnikdéw a, p oraz g na rownania asymptot

wykresu funkcji f(z) = 2% +q.

. ma wptyw na rownanie asymptot
Wspétczynnik a P . . UL/
poziomej.

Wspotczynnik p nie ma wptywu na réwnania asymptot.

. ma wptyw na rownanie asymptot
Wspotczynnik g S e UL



https://zpe.gov.pl/a/Dag3i1BeY

Polecenie 3

Przyporzadkuj réwnania asymptot do danej funkcji, przenoszac je do odpowiedniego pola.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Jakie rownanie ma asymptota pionowa wykresu funkcji f(:r:) = %? Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

O y=0

() Wykres funkgji nie posiada asymptoty pionowej

O z=0

Cwiczenie 2 @)
Jakie réwnanie ma asymptota pozioma wykresu funkcji f(z) = —%? Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

() Wykres funkcji nie posiada asymptoty poziomej

O y=0

O =0




Cwiczenie 3

Potacz w pary wzory funkcji ze wzorami asymptot wykreséw tych funkciji.

fley=—=52 y=2
flz) = —34 z=2
fl) =+ +2 z=—2
f(e) = w15 y=—2
Cwiczenie 4

Zaznacz prawidtowe zakonczenia zdania. Jesli wykres funkcji g, powstaty w wyniku
przesuniecia wykresu funkcji f(ac) = % a > 0, ma asymptoty o rownaniach £ = 5 oraz
y = 0 to:

ZW, =R\ {5}.

funkcja jest malejaca w kazdym z przedziatéw: (—o0, 5), (5, 00).

O
)
[ ] funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatéw: (—oo, 5), (5, 00).
(] miejscem zerowym funkcji jest liczba 5.

O

D, =R\ {5}.



Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowe zakonczenia zdania. Jesli wykres funkcji g, powstatej w wyniku
przesuniecia wykresu funkcji f(z) = <, a < 0, ma asymptoty o réwnaniach: z = 0, y = —3,
to:

funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatéw: (—oo, —3), (—3, 00).
miejscem zerowym funkgji jest liczba (—3).

funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatéw: (—o0, 0), (0, 00).

o o 0O 0O

ZW, =R\ {-3}.

[J Dy=R\{-3}

Cwiczenie 6
Wskaz wszystkie proste bedace asymptotami wykresu funkcji f(z) = — zi4 + 5.
(] z=-3
(] =z=-4
() z=4
() y=-3
()] y=5
() y=-5
Cwiczenie 7 @

Wyznacz réwnania asymptot wykresu funkcji f(z) = % + g wiedzac, ze Dy = R \ {3},
aZW; =R\ {-6}.



Cwiczenie 8

Oblicz pole figury ograniczonej osiami uktadu wspétrzednych i prostymi bedacymi

asymptotami wykresu funkcji f(z) = =25 — 4.




Dla nauczyciela

Autor: Gabriela Pendyk
Przedmiot: Matematyka

Temat: Asymptoty wykresu funkcji f(z) = 245 +4¢

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

13) postuguje sie funkcjg f(x) = =, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
pratktycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:

Uczen:

_ a.
=5

« rysuje wykres funkcji f(x)

 rysuje asymptoty wykresu funkcji okreslonejwzorem;

 wyznacza asymptoty wykresu funkcji f(z) = %, z # 0 na podstawie wykresu tej
funkcii;

 wyznacza asymptoty wykresu funkcji f(z) = 4, z # 0 na podstawie wzoru funkcji;

-

P

» wyznacza asymptoty wykresu funkcji f(x) = + g na podstawie wzoru funkcji;

« wyznacza asymptoty wykresu funkcji f(x) = + g na podstawie wykresu funkciji.

Strategie nauczania:



 konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
e praca ztekstem;

Formy pracy:

» praca calego zespotu klasowego;
o pracaindywidualna.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu;
» projektor multimedialny;
« tablica interaktywna/tablica, pisaki/kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapoznajqg si¢ z materiatem sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

3. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominajg najwazniejsze informacje dotyczace
funkcji f(z) = £.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z treSciami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”

2. Nastepnie nauczyciel omawia przykiady. Uczniowie rysujg w zeszycie wykres
z przyktadu 6. W razie potrzeby nauczyciel wyjasnia niejasnosci (np. przypomina
przesuniecie wykresu funkcji o wektor).

3. Nastepnie uczniowie pracujg indywidualnie - zapoznajg si¢ z symulacja interaktywng
oraz wykonuja wskazane polecenia. W razie pytan nauczyciel wyjasnia niejasnosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen 1 - 4.

2. Uczniowie okreslajg, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, ocenia aktywno$¢ uczniow.

Praca domowa:

Uczniowie majg za zadanie wykonac¢ ¢wiczenia 5 - 8 w sekcji ,Sprawdz si¢”.



Materialy pomocnicze:

» Przesuniecia wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspotrzednych

o Wykres funkcjiy = -
Wskazowki metodyczne:

« Symulacje interaktywng mozna wykorzysta¢ podczas powtérzania i utrwalania
wiadomosci z funkcji homograficzne;.

e Mozna symulacje wykorzysta¢ na zajeciach poswigeconych rysowaniu wykresu funkcii
homograficznej,
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