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Zrédto: feezbot2000 wx, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Do tej pory obliczaliSmy wartosci funkcji trygonometrycznych dla konkretnego
argumentu. W tejlekcji przedstawimy w jaki sposob zapisa¢ funkcje trygonometryczne
sumy argumentow z i y za pomocg funkciji trygonometrycznych tych argumentow.
Wykorzystamy wzory redukcyjne oraz okresowos¢ funkciji trygonometrycznych.

Twoje cele

e Zapoznasz si¢ ze wzorami na wartosci funkcji trygonometrycznych sumy i roéznicy
argumentow.

o Wykorzystasz poznane wzory do wykonywania obliczen.



Przeczytaj

Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy argumentow

Podstawowym wzorem, z ktorego bedziemy korzystac w tej lekciji, to wzor na sinus sumy
argumentow:

Twierdzenie: sinus sumy argumentow
sin(x +y) =sinx - cosy + cosz - siny, dlaz,y € R.
Przedstawimy sposob wykorzystania tego wzoru:
Przyktad 1
Obliczymy sin 6° cos 24 + cos6° sin24°.
Korzystajac ze wzoru sin(z + y) = sinzx - cosy + cos z - siny

otrzymujemy:

sin6° cos24° + cos6°sin24° =sin(6° +24°) =sin30° = 1.

Korzystajgc ze wzoru na sinus sumy argumentow wyprowadzimy wszystkie potrzebne
Wwzory na sinus, cosinus, tangens sumy lub réznicy argumentow.

ROznica z — y to inaczejsuma z + (—y).
Zatem sin(z — y) = sin(x + (—y)), i korzystajgc ze wzoru na sinus sumy otrzymujemy:
sin (z 4+ (—y)) =sin z- cos (—y)+ cos z- sin (—y).

Poniewaz funkcja f(x) = sin « jest funkcja nieparzysta i funkcja g(x) = cos z jest funkcja
parzysta otrzymujemy:

sin z- cos (—y)+ cos z- sin (—y) =sin z- cos y— cos z- sin y.
Twierdzenie: sinus réznicy argumentéw
sin(z —y) =sinz - cosy — cosz - siny, dlaz,y € R.

Wyznaczymy teraz wzor na cosinus sumy argumentow. W tym celu wykorzystamy wzor
redukeyjny: cos(z) = sin(§ — z).

A zatem:

cos(z+y) =sin(¥ — (z+y)) =sin((§ —z) —y) =
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= sin (% — :c) COS Y — COS (% — a:) siny = cosx - cosy — sinx - siny.

Twierdzenie: cosinus sumy argumentéow
cos(z +y) =cosz - cosy —sinz -siny, dlaz,y € R.
Analogicznie wyprowadzimy wzor na cosinus roznicy:
cos(z — y) = cos(z + (—y)) = cosz - cos(—y) —sinz - sin(—y) =
=cosx-cosy+ sinx - siny
Twierdzenie: cosinus réznicy argumentow
cos(x —y) =cosx-cosy+sinz-siny, dlaz,y € R.
Przyktad 2
Obliczymy cos 13° cos 73° 4 sin 167" sin433".
Rozwigzanie
cos 13" cos 73° + sin 167" sin433° =
=c0s13" cos 73" +sin13°sin 73" =
= cos(13° — 73°) = cos60° = .
Przyktad 3
Obliczymy, jaki zbior wartoséci ma funkcja f(x) = 2 cos z + sin .
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla kazdej wartosci rzeczywistej x zachodzi rownos¢
sin? z + cos> z = 1 oraz ze Vb = v/22 + 12,
Zapiszmy wyrazenie y = 2 cos  + sin z jako:
ﬁ(%cos T + %sin :c)
1

V5
Zatem liczby te sg odpowiednio sinusem i cosinusem pewnego argumentu a. Wobec

Zauwazmy, ze liczby % i - maja te wlasnoé¢, ze suma ich kwadratéw jest réwna 1.

tego wzor funkcji mozna zapisa¢ nastepujaco:

y= \/g(sina -cosx + cosa - sinx),




czyliy = v/5sin(a + z).
Zatem zbiorem ich wartosci funkcji y = 2 cos z + sin x jest przedziat <—\/§, \/5>

Przedstawimy teraz wzory na tangens sumy oraz roznicy argumentow. W odroznieniu od
poprzednich wzorow, niezbedne beda zatozenia dotyczgce wartosci argumentow.

Twierdzenie: tangens sumy argumentow

Zatozmy, ze x # 5 + km,y # § +km, z +y # T + kn, gdzie k € Z.

tgr+tgy
1-tgax-tgy *

Wowczas: tg(z + y) =
Dowadd

_ sin(z+y) _ sinx-cosy+cosx-siny
tgz +y) = (z+y) = cosxcosy —sinxsiny

1 sin x sin y

SINZ - COSY + COST -SINYy COSTCOSY COSZ cosy tgx +tgy
CoOSxT Cosy — sinxsiny sinzsiny 1—tgr-tgy”

R —
COSTCOSY 1 4
COS T COS Y

Twierdzenie: tangens réznicy argumentéw

Zalozmy, ze x # 5 + km, y # 5 +km,x —y# 5 + km,gdzie k € Z.

, tgz—t
Wowezas tg(T — y) = Trig sty
Dowod
_ _ tgattg(-y) _ tgT —tg8Y

Przyktad 4

. tg130° —tg70°
ObllCZYIle m
Rozwigzanie

Korzystajac ze wzoru na tangens sumy argumentow otrzymujemy:
tg 130" —tg 70° . . i

S T = tg(130° — 70°) = tg60° = /3.

Przyktad 5

. . tgls-1 /3
Uzasadnimy, ze 135,157 = — 73 -




Rozwigzanie

Wykorzystamy fakt, ze tg45° = 1. Wowczas zachodzi rownos¢:

tgl5°—1 _  tglh —tgds® o oy oy V3
1+tg15° — 1+tgl5 tgd5” —tg(15 —45 )—tg(—30 )— T3

Stownik
sinus sumy

wzOr na sinus sumy argumentow, na podstawie ktorego mozna wyprowadzi¢ wszystkie
wzory na funkcje trygonometryczne sumy i réznicy argumentow.



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z filmem, a nastepnie rozwiaz zadania.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DjkrtazFi

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacego rownania okregu, do ktérego nalezg
dane punkty.

Polecenie 2

Obliczsin105°.

Polecenie 3

Obliczsin15° 4+ cos 15°.



https://zpe.gov.pl/a/DjkrtazFi

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wartos$¢ wyrazenia sin14° cos 16° + cos 14° sin 16° jest réwna:

o O O O O

O 0

Cwiczenie 2

Ktére z ponizszych wyrazen jest réwne %?
sin40° sin20° — cos40° sin 20°
cos12° cos48° — sin12° cos 48"

sin 78° sin42° — cos 78" cos42°

o o O 0O

cos70° sin100° + cos20° sin170°




Cwiczenie 3

Potacz w pary wyrazenia tej samej wartosci.

cos80° cos10° + sin80° sin 10° cos 5’ cos3b” —sinb° sin35°
cos15° cos35° —sin15°sin35° cos 5’ cos4b” —sinb” sin4b°

cosbH’ cos7h” —sinb” sin75° cos85° cos15° + sin85° sin 15
cos50° cos 10° + sin50° sin 10° cos85° cosbh” +sin85° sinb”

Cwiczenie 4

Uzupetnij tekst.

(tg(a—B)=—1,5][tgla+ ) =% || tela—p) = —% || tela+8) =+

Cwiczenie 5

Ustaw od wartosci najwiekszej do najmniejszej.

tg70° tg40°+1
tg40°—tg70°

tg20°—tg170°
1+tg20° tg170°

tg10°+tg35°
1-tg35°tg10°

1—tg70° tg 65°
tg 70" +tg65°

Cwiczenie 6

o

114

112

114

114



Cwiczenie 7 @
Wohisz odpowiednig liczbe naturalna.

Wiedzac, ze sin(z + y) = 4 isin(z — y) = +, wartos¢ wyrazenia 200 sin z cos y jest réwna

Cwiczenie 8 @

Na podstawie informacji zawartych ponizej, wpisz w puste pole odpowiednig liczbe
catkowita.

Zatozmy, ze tgx = %,tgy = %,tgz = %.

Wartos$¢ wyrazenia tg(x + y + z) jest wiec liczba catkowita réwna:




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: WartoS$ci funkcji trygonometrycznych sumy i réznicy katow

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII Trygonometria, zakres podstawowy

Uczen:

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora

3) znajduje za pomoca tablic lub kalkulatora przyblizong wartos¢ kata, jesli dana jest wartos¢
funkciji trygonometryczne;j

5) korzysta z wzorOw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:

Uczen:

definiuje wzory na wartosci funkcji trygonometrycznych sumy i réznicy argumentow,

wykorzystuje wzory do wykonywania obliczen,

szacuje i porownuje wartosci wyrazen zawierajacych funkcje trygonometryczne

tworzy algorytm obliczajacy sume lub roznice funkcji trygonometrycznych.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rOzZmMOWwa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Film samouczek” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Film samouczek”.
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum piec¢ pytan do tekstu. Uwaga: kazde z pytan musi rozpoczynac si¢
od stowa , dlaczego”. Nastepnie spacerujg po klasie i na znak umowionego dzwieku
szukajg kogos do pary, zadajg i odpowiadajg na pytania sformutowane podczas czytania
tekstu. Po zakonczonym spacerze mlodziez wykonuje ¢wiczenia nr 1-5 w sekcji
»Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel czyta polecenie numer 3 - ,Oblicz sin 15° + cos 15°” z sekgciji ,,Film
samouczek”. Uczniowie zapoznajg si¢ trescig materiatu, nastepnie na forum klasy
wspolnie wyjasniajg ewentualne watpliwosci.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 6, 71 8, a nastepnie poréwnuja swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka. Praca indywidualna - implementacja poznanej
techniki do rozwigzywania probleméw informatycznych - wykonywanie ¢wiczen
z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informaciji zwrotne;j.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Wartosci funkciji trygonometrycznych sumy i roznicy
katow”).

Materialy pomocnicze:

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
» Tozsamosci trygonometryczne

Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekciji ,Film samouczek” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace analizy problemu w temacie ,WartoSci funkcji trygonometrycznych sumy
i roznicy katow”.
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