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Prostopadtos¢ i rownolegtos¢ na powierzchni kuli

Zrédto: dostepny w internecie: PIRO4D z Pixabay, domena publiczna.

Z lekcji geografii oraz ¢wiczen z globusem wykonywanych w réznych okolicznosciach
pamietamy, ze na globusie sg potudniki i rownolezniki. Ich potozenie wzgledem siebie jest
bardzo tatwe do okreslenia, nawet tylko na podstawie obserwaciji, bez dokonywania
pomiarow. Czy okreslajac ich polozenie mozemy uzy¢ jakichs terminéw matematycznych?

W tym materiale zajmiemy si¢ prostopadloscig i rownolegtoscig na ptaszczyznie i na
powierzchni kuli. Materiat zawarty w tej lekcji jest materiatem nadobowigzkowym, wigc
jesli nie interesuje Cie ta tematyka, mozesz po prostu lekcje pominac.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie wiadomosci o prostych prostopadtych i prostych rownolegtych
na plaszczyznie.

o OkreSdlisz proste prostopadte na sferze.

» Poznasz wlasnosci prostych sferycznych prostopadtych.

» Porownasz wiasnosci prostych prostopadlych na plaszczyznie i wlasnosci
prostopadtych prostych sferycznych.

» Poszukasz prostych sferycznych rownolegtych.

o Sformutujesz odpowiednik pigtego postulatu Euklidesa dla sfery.


https://pixabay.com/pl/users/piro4d-2707530/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1914555
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1914555

Przeczytaj

Jak moga by¢ potozone wzgledem siebie dwie proste na plaszczyznie?
Przyktad 1

Dwie proste na ptaszczyznie moga pokrywac sie, jak proste ki [ przedstawione na
ponizszych ilustracjach.

Co to oznacza na ptaszczyznie bez uktadu wspotrzednych?
Co to oznacza na ptaszczyznie z ukladem wspotrzednych?

Rozwigzanie

Proste pokrywajace sie maja wszystkie punkty wspoélne. Czasami przyjmujemy je za jedna
prostg, jesli zagadnienie, w ktorym wystepuja nie wymaga ich odréznienia.

Na plaszczyznie kartezjanskiej (z uktadem wspotrzednych) postugujemy sie rownaniami
prostych. Proste pokrywajgce si¢ majg takie same rownania:




Przyktad 2
Dwie proste na plaszczyznie moga miec¢ jeden punkt wspolny.

Co to oznacza na plaszczyznie bez ukltadu wspotrzednych?

Co to oznacza na ptaszczyznie z uktadem wspotrzednych?

Czy w tym przypadku wyrozniamy jakie$ szczegolne potozenie prostych wzgledem
siebie?

Rozwigzanie

Proste, ktore maja jeden punkt wspolny, przecinaja si¢. Jezeli przecinajg si¢ pod katem
prostym, nazywamy je prostopadtymi. Bardziej formalnie mozemy powiedziec, ze proste
sa prostopadte, jesli tworzg przystajace katy przylegte:

Na plaszczyznie kartezjanskiej mozemy okresli¢ na podstawie ich rownan, czy sa do
siebie prostopadte. Dwie proste o rownaniach kierunkowych y = a1z + b1 i
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y = asx + by sg do siebie prostopadte, jesli iloczyn ich wspotczynnikow kierunkowych
jest rowny (—1): ajas = —1. Przyktad wida¢ ponizej:

Przyktad 3
Dwie proste na ptaszczyznie mogg nie mie¢ punktow wspolnych.

Co to oznacza na ptaszczyznie bez uktadu wspotrzednych?
Co to oznacza na ptaszczyznie z uktadem wspotrzednych?

Rozwigzanie

Proste, ktore nie majg punktu wspolnego, nazywamy rownolegtymi:

Jednoczes$nie jednak proste pokrywajgce si¢ uznajemy za szczeg6lny przypadek prostych
rownolegtych.
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Euklides, stawny grecki matematyk, sformutowat swoj stawny aksjomat dotyczacy
rownoleglosci i na podstawie tego aksjomatu kazdy uczen wie, ze:

Przez dany punkt nie leZgcy na danej prostej mozna poprowadzic tylko jedng prosta
rownolegla do danej prostej.

Na plaszczyznie kartezjanskiej mozemy okresli¢ na podstawie rownan prostych, czy sg
one do siebie réwnoleglte. Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y = ayx + by i

y = asz + by s3 do siebie réwnolegle, jesli ich wspoétczynniki kierunkowe sa réwne:
a; = az. Przyklad ponizej:

Czy na powierzchni kuli istnieja proste sferyczne prostopadle i réwnolegle?
Jakie maja wlasnosci?

Geometria sferyczna zajmuje si¢ dzialem geometrii dotyczacym badania wiasciwosci figur
nalezacych do powierzchni kuli. Role prostych odgrywaja kota wielkie sfery (czyli
powierzchni kuli).

Przyktad 4

Wyobrazmy sobie, ze szyny kolejowe pewnej prostoliniowej trasy mogtyby by¢
przedluzone i prowadzi¢ dookota kuli ziemskiej. Czy mogtyby by¢ one uwazane za
rownolegtle proste sferyczne?

Zilustrujemy postawiony problem na sferze (np. na globusie).
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Mozesz przyja¢ za poczatek torow miejsce swojego zamieszkania. ,Wybudujemy” tory
przez morzai oceany.

OczywiScie, musimy zrezygnowac z rzeczywistej proporcji pomiedzy rozstawem szyn
a promieniem sfery, jesli chcemy narysowa¢ dwie szyny, ktore mozna odréozni¢ od siebie.

Odpowiedzmy na pytania:

1. Jak muszg by¢ potozone wzgledem siebie szyny kolejowe, aby mogt po nich jecha¢

pociag?
2. Czy skonstruowane na sferze tory sktadajg sie¢ z dwoch sferycznych prostych?

Rozwigzanie

ad 1) Szyny muszg by¢ rownolegte, odlegtos¢ miedzy nimi w kazdym miejscu musi by¢
taka sama.

ad 2) Tory na sferze nie sktadaja si¢ z dwoch prostych sferycznych, poniewaz nawet jesli
jeden tor pokrywa sie z okregiem wielkim, to ten drugi, rowno od pierwszego oddalony,
nie jest okregiem wielkim.

Przyktad 5

Wyobrazmy sobie, ze startujemy z Bieguna Poludniowego i podazamy prosto na péinoc,
poniewaz chcemy dotrze¢ do Bieguna Poinocnego jak najkrotsza droga.
Czy w swojej wedrowce przetniemy rownik? Jesli tak, to pod jakim katem?

Rozwigzanie



Oczywiscie przetniemy rownik, poniewaz jest on potozony pomiedzy dwoma biegunami.

Jezeli chcemy poruszac si¢ najkrotszg drogg pomiedzy biegunami (idealizujgc oczywiscie
sytuacje), to rownik przetniemy pod katem prostym.

Stownik
prostopadtosc

relacja (czyli w tym przypadku wzajemne potozenie) miedzy dwiema prostymi, dwiema
plaszczyznami lub prostg i ptaszczyzng

proste prostopadte
proste, ktore tworzg przystajgce katy przylegle
réwnolegtosé

relacja (czyli w tym przypadku wzajemne potozenie) miedzy obiektami takimi jak proste,
ptaszczyzny, odcinki, potproste

proste réwnolegte
proste, ktore nie maja punktu wspolnego lub pokrywaja si¢

Euklides




zyjacy na przetomie IV i III w. p.n.e. stawny grecki matematyk, ktory jako pierwszy
uporzadkowatl pojecia geometrii na plaszczyznie; w swoim dziele “Elementy”
sformutowat aksjomaty, czyli oczywiste, przyjmowane bez dowodu prawa geometrii

piaty postulat Euklidesa

piaty aksjomat, dotyczacy rownoleglosci prostych, ktory z nauki w szkole znamy
w nastepujacym brzmieniu: ,Przez dany punkt nie lezacy na danej prostej mozna
poprowadzi¢ tylko jedng prostg rownolegla do danej prostej’



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem edukacyjnym. Postaraj sie odpowiedzie¢ na stawiane pytania, zanim

lektor poda odpowiedz.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Duml48brl

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejzagadnienia prostopadtosci i rownolegtosci
prostych sferycznych.

Polecenie 2

Narysuj lub zaznacz na powierzchni swojej kulki dwie prostopadte proste sferyczne. lle istnieje

sferycznych prostych prostopadtych do obu?


https://zpe.gov.pl/a/Dum148br1

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Na podstawie konstrukcji globusa uzupetnij ponizszy tekst, przeciggajac prawidtowe zwroty.

Rownoleznik, ktory nie jest rownikiem, : ' sferyczng prosta, poniewaz
' okregiem wielkim. Taki réwnoleznik : : powierzchni kuli na dwie
' czesci. Réwnik i dowolny inny réwnoleznik 'by¢ uznane za

rownolegte sferyczne proste.

‘ nie jest ’ ‘ jest ’ ‘ mog3a ’ ‘ nie jest ’ ‘ jest ’ ‘ dzieli ’ ‘ nie moga ’ ‘ nie dzieli ’ ‘ przystajace ’

Cwiczenie 2 @)

Statek ptynie przez Pacyfik w odlegtosci 50 km od réwnika. Wyjasnij, dlaczego nie jest to
najkrétsza droga miedzy dwoma dowolnymi punktami potozonymi w odlegtosci 50 km od

rownika.
Cwiczenie 3
Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Na ptaszczyznie mozna
skonstruowac trzy proste a,
b, c tak potozone, ze kazde
dwie sasiednie (wtaczajac ¢ O O
i a) sq prostopadte do
siebie.




Cwiczenie 4

Czy mozna na sferze skonstruowac trzy sferyczne proste a, b, c tak, ze kazde dwie sasiednie

(wtaczajac ci a) s prostopadte do siebie? Uzyj dowolnych kulistych przedmiotéw, aby zbadac
ten problem.

Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Tak, mozna.

() Nie mozna.



Cwiczenie 5

Ponizsze zdjecie przedstawia nowoczesng budowle.

Zrédto: Ricardo Gomez Angel, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

Popatrz na figury geometryczne tworzace szkielet tej budowli i wskaz ponizej wszystkie
prawdziwe wedtug Ciebie zdania:

(] Szkielet ma posta¢ siatki, ktorej elementy sg czworokatami.
(] Budowla ma ksztatt kuli.
(] Szkielet budowli tworza odcinki sferyczne (,éwiartki prostych sferycznych”) i okregi.

(] Odcinki sferyczne s prostopadte do okregéw.



Cwiczenie 6 O

Na ponizszym zdjeciu widzisz elementy figur geometrycznych na sferze.

Zrédto: Sangga Rima Roman Selia, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

lle sferycznych prostych widzisz na powierzchni kazdej z kul? Jakie jeszcze figury widzisz? Czy
sg na tych sferach czesci sferycznych prostych? Jak sg potozone w stosunku do sferycznej
prostej?

Cwiczenie 7 @

Piaty postulat Euklidesa w wersji zawartej w ,Elementach” ma brzmienie:

,Jezeli prosta przecina dwie proste, tworzac dwa katy wewnetrzne po tej samej stronie
o sumie mniejszej niz dwa katy proste, to te dwie proste przecinaja sie po tej stronie, po
ktérej znajduja sie owe katy wewnetrzne.”

W szkole uczymy sie nastepujacej wersji tego postulatu:
,Przez dany punkt nie lezacy na danej prostej mozna poprowadzi¢ tylko jedng prosta
rownolegta do danej prostej.”

Wykaz rownowaznosé tych dwéch wersji.



Cwiczenie 8 @

a) Sformutuj postulat rownolegtosci dla sfery zastepujac stowo “prosta” stowami “okrag
wielki”. Wykonaj na sferze konstrukcje podobng do tej, ktorg wykonujemy, ilustrujac piaty
postulat Euklidesa na ptaszczyZznie. Wyjasnij, czy pigty aksjomat Euklidesa na sferze ma sens.

b) Zapisz swdéj wtasny postulat rownolegtosci, ktéry jest prawdziwy w geometrii na sferze.



Dla nauczyciela

Autor: Anna Rybak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prostopadlo$é¢ i rownoleglo$¢ na powierzchni kuli

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na plaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje.

X. Stereometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolnoSci proste
prostopadle nieprzecinajace sie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych;
» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

e poglebia wiadomosci o prostych prostopadtych i prostych rownoleglych na
ptaszczyznie;

e bada wzajemne potozenie prostych na sferze;

 okresla wilasnosci prostych sferycznych prostopadtych;

e porownuje wlasnosci prostych prostopadtych na plaszczyznie i wlasnosci
prostopadtych prostych sferycznych;



» poszukuje prostych sferycznych rownolegtych;
» formuluje odpowiednik pigtego postulatu Euklidesa dla sfery.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e strategia czynnoSciowego nauczania matematyki;
 strategia porOwnawcza.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
o dyskusja;

» eksperyment;
e Cwiczenia.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputer z dostepem do internetu;

 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

« globusy, kulki styropianowe, wykataczki, gumki recepturki, nitki.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Nauczyciel przedstawia uczniom temat - , Prostopadto$c¢ i rownolegtos¢ na
powierzchni kuli”, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z materialem z sekciji ,Przeczytaj” i przypominaja wiadomosci
o wzajemnym potozeniu prostych na plaszczyznie.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z filmem z sekcji ,Film edukacyjny”, podczas jego trwania
wykonuja wskazane czynnosci na plaszczyznie i na kulistym przedmiocie, starajg sie
odpowiedzie¢ na postawione pytania, zanim zrobi to lektor (czyli wykonuja Polecenie
1). Wykonujg indywidualnie Polecenie 2 z tej sekcji. Dyskutujg nad swoimi
rozwiazaniami.

3. Uczniowie wykonujg wspélnie Cwiczenia 1 - 6 z sekcji ,,Sprawdz sie”, omawiajg
wspolnie swoje rozwigzania, uzasadniajgc odpowiedzi.



4. Dyskutujg nad pigtym postulatem Euklidesa, jego ,podwoéjnym” sformutowaniem.
Podczas burzy mozgow generuja pomysty na wykazanie rownowaznosci tych
sformutowan. Wspodlnie wykazuja t¢ rownowaznosc.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytania: Co byto w lekcji trudne? Co bylo w lekcji
interesujace? Odnosi si¢ do elementow wskazanych jako trudne.

2. Uczniowie krotko podsumowujg swoje osiggniecia, rozwijajac zdanie: Na dzisiejszych
zajeciach najwazniejsze dla mnie byto...

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja Cwiczenie 8 - sformutowanie wlasnego postulatu réwnolegtosci dla
sfery z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:

» Proste i odcinki prostopadte i rownolegte
e Proste i odcinki rownolegte

Wskazowki metodyczne:

o W tejlekcji wystepuje strategia czynnoSciowego nauczania matematyki i strategia
porownawcza.

» Najwazniejsza w lekciji jest wlasna praca badawcza uczniow i samodzielne odkrywanie
przez nich wiedzy.

 Film (zwlaszcza pierwsza jego czeS¢ poswiecong prostopadtosci i rownolegltosci
prostych na ptaszczyznie) mozna tez wykorzysta¢ do powtorzenia wiadomosci
z zakresu tych zagadnien. Druga czesc¢ filmu, poSwiecong prostopadtosci
i rownolegtosci na sferze mozna wykorzysta¢ przy omawianiu zagadnien zwigzanych
z kula. Bedzie to dobre uzupeinienie wiadomosci, ktore zawarte sg w podstawie
programowej o te spoza podstawy z matematyki. Podczas omawiania wniosku
o nieistnieniu rownolegltosci na sferze mozna nawigzac¢ do historii matematyki,
zwtaszcza do postulatow Euklidesa.


https://epodreczniki.pl/a/proste-i-odcinki-prostopadle-i-rownolegle/DHuWiyNAU
https://epodreczniki.pl/a/proste-i-odcinki-rownolegle/D1DShuewU

