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Zrédto: Brett Jordan, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Przy rozwigzywaniu problemow geometrycznych czesto wykorzystujemy trojkaty
prostokatne. Pojawiajg sie¢ one w sposob naturalny, np. gdy prowadzimy wysokoS$¢ w jakims$
wielokacie; w trapezie, w rownolegtoboku, czy w trojkacie.

W wielu sytuacjach trojkatow prostokatnych jest kilka i bardzo czesto niektore z tych
trojkatow sg podobne. Dlatego umiejetnosci wskazywania podobnych trojkgtow
prostokatnych i wykorzystywania wiasnosci takich trojkatow sg szczegolnie wazne. Tym
zagadnieniom poswiecony jest ten temat.

Twoje cele

o Poznasz cechy podobienstwa trojkatow prostokatnych.



Wykorzystasz poznane cechy do rozwigzywania zadan.

Zastosujesz cechy podobienstwa trojkatow prostokgtnych do uzasadniania
podobienstwa trojkatow.

Zastosujesz cechy podobienstwa trojkatow prostokgtnych w sytuacjach typowych
i problemowych.

Wykorzystasz cechy podobienstwa trojkatéw prostokgtnych w dowodach
geometrycznych.



Przeczytaj

Dwa trojkaty prostokatne majg zawsze jeden kat taki sam - kat prosty. Wobec tego
w przypadku trojkgtow prostokatnych cechy bbb, bkbi kkk podobienstwa trojkatow
przyjmujg znacznie prostsza postac¢. Cechy bbb oraz bkb sprowadzajg sie do jednej cechy.

Odpowiednikiem cech bbb lub bkb moze by¢ kazde z nastepujgcych dwoch twierdzen.
Twierdzenie: Trojkaty podobne - poréwnanie przyprostokatnych

Jezeli przyprostokatne jednego trojkgta prostokatnego sg proporcjonalne do
przyprostokatnych drugiego trojkata prostokatnego, to te trojkaty sg podobne.
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Jezeli % = %, to trojkat ABC jest podobny do trojkata DEF.

Twierdzenie: Tréjkaty podobne - poréwnanie przeciwprostokatnych

Jezeli przeciwprostokatna oraz jedna z przyprostokatnych jednego tréjkata
prostokatnego sg proporcjonalne do przeciwprostokatnej oraz jedne;j
z przyprostokatnych drugiego trojkata prostokatnego, to te trojkaty sa podobne.
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Jezeli % = %, to trojkat ABC jest podobny do trojkata DEF'.

Odpowiednikiem cechy kkk jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie: Trojkaty podobne - poréwnanie katéw
Jezeli kat ostry jednego trojkgta prostokgtnego jest rowny katowi ostremu drugiego

trojkata prostokatnego, to te trojkaty sa podobne.
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Jezeli |[<BAC| = |[<EDF

, to trojkat ABC jest podobny do tréjkata DEF.

Przyktad 1
Rozstrzygniemy, czy trojkaty sq podobne.

a. Przypadek I:

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata PQ R otrzymujemy

IQR| = \/\PRI2 +|PQI* = \/42 + (\/ﬁ)2 = V16 + 12 = v/28 = 2V/7.

W trojkacie K LM obliczmy stosunek dtugosci przyprostokatnej K M do dlugosci

przeciwprostokatnej K L.

, KM z
Jest on rownyﬁ = % — @

W tréjkacie PQ R stosunki dlugosci obu przyprostokatnych do dtugosci
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przemwprostokqtnej Sq rowne QR — 27 7 oraz QR[] — ARV

Poniewaz V71_4 # */51—5 i */72_1 # */1—5,wi¢c trojkaty PQR i K LM nie sg podobne.
b. Przypadek II:
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Rozwigzanie:

Wyznaczymy kat ostry przy wierzchotku B w tréjkacie ABC.
|<ABC|=90" — |<BAC|=90" — 35" =55~

Poniewaz katy ostre przy wierzchotkach Bi F'w trojkatach prostokgtnych ABC'i
EGF sarowne, wiec te trojkaty sg podobne.

Przyktad 2

Trojkat ABC jest prostokatny. Punkt D jest spodkiem wysokosci C'D opuszczonej
z wierzchotka kata prostego tego trojkata.
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Wykazemy, ze: |CD| = /|AD| - |BD|.

Wlasno$¢ te nazywamy twierdzeniem o wysokosci trojkata prostokatnego opuszczonej

na przeciwprostokatng. Mozemy jg sformutowac nastepujaco:

Dlugos¢ wysokosci trojkata prostokgtnego opuszczonej na przeciwprostokatng jest
Srednig geometryczng dlugosci odcinkow, na jakie spodek tej wysokosci dzieli
przeciwprostokatng tego trojkata.

Rozwigzanie:



Trojkaty ABC'i AC'D sg podobne, gdyz oba sg prostokatne i maja wspoélny kat ostry przy
wierzchotku A.

Trojkaty ABC'i CBD tez sa podobne, bo oba sg prostokatne i majg wspolny kat ostry przy
wierzchotku B. Zatem trojkaty ACD i CBD s3 podobne.

€D _ |BD|

Z tego podobienstwa wynika, ze TAD[ = oD

Stad |CD|* = |AD| - |BD|, zatem |CD| = +/|AD| - |BD)|.

To konczy dowadd.

Zauwazmy ponadto, ze w trojkacie ABC"

B,

C A
zachodzg réwniez nastepujace zwigzki:

1.|AC|)* = |AB| - |AD|
2.|BC|” = |AB| - |BD|

Rzeczywiscie:
1. z podobienstwa tréjkatow ABC'i AC'D wynika, ze }jg} @ co daje
ACP? = |AB|- |AD|
2. z podobienstwa tréjkatow ABC'i CBD wynika, ze Iigl ||gg‘| , co daje

|BC|> = |AB| - |BD)|
Przyktad 3

W trapezie prostokatnym przekatne przecinajg si¢ pod katem prostym. Wykaz, ze
wysoko$¢ tego trapezu jest Srednia geometryczng dtugos$ci jego podstaw.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.



javascript:void(0);

A a B
Wowczas teze mozemy zapisa¢ w postaci b = va - b.

Trojkaty prostokatne ACD i ADS maja wspolny kat ostry przy wierzchotku A, wiec sg to
trojkaty podobne.

Trojkaty prostokatne ADS i BD A majg wspolny kat ostry przy wierzchotku D, wiec
rowniez s3 to trojkaty podobne.
Stad wynika, ze tréjkat AC'D jest podobny do trojkata BDA.

Zatem IQD{ @ zyh = % Stad k2 = a - b, wiec h = va - b.

To konczy dowaod.

Przyktad 4

W trojkacie prostokgtnym ABC poprowadzono wysoko$¢ C'D opuszczong na
przeciwprostokatng A B. Na przyprostokatnych AC i BC obrano takie punkty -
odpowiednio - Ei F, ze czworokat CEDF jest prostokatem (zobacz rysunek). Pola
trojkatow ADE i CDF sg rowne odpowiednio 161 9.
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Oblicz pole trojkgta ABC.

Rozwigzanie:



Trojkaty ABC'i DBF sg podobne, gdyz oba sg prostokatne i maja réwne katy ostre przy
wierzchotkach A i D.

Rownos¢ katéow EAD i FDB wynika z twierdzenia o katach odpowiadajacych.

Tréjkaty DCE i CDF sa przystajace, gdyz czworokat CEDF jest prostokgtem, wiec
|CE| = |FD|i|DE| = |FC|, abok CD jest wspolnym bokiem tych trojkatow (cecha
bbb).

Zatem Ppcg = Popr = 9.

Trojkaty CDE i ADE majg wspélna wysoko$¢ DE, wi@c stosunek pol tych trojkatow jest

rowny stosunkowi dtugosci ich podstaw, czyli ‘IZE} +, ale |CE| = |FD|, wiec

|FD| 9

[AE| — 16

Stosunek % to skala podobienstwa tréjkata DBF do tréjkata ABC, wiec z twierdzenia
o stosunku pal figur podobnych otrzymujemy ﬁiﬁg = (1%)2 czyli PDBF = (1%)2.

Stad Pppr = %. Wobec tego
Papo = Pppr + 2Popr + Papp = 5 +2- 9+ 16 = 39

Przyktad 5

Na przyprostokatnych AC'i BC trojkata prostokatnego A BC zbudowano, na zewnatrz
tego trojkata, kwadraty ACDE i BCEF'. Odcinki BE i AC przecinajg sie w punkcie K,
aodcinki AF'i BC przecinaja si¢ w punkcie L (zobacz rysunek).

Udowodnij, ze |KC| = |LC|.
Rozwigzanie:

Niech |AC| = boraz |BC| = a.



Czworokaty ACDE i BCEF to kwadraty, wiec |AC| = |CD| = |DE| = boraz
|BC| = |CE| = |EF| = a.

Trojkaty AFE i ALC sa podobne, gdyz oba sa prostokatne i majg wspolny kat ostry przy
wierzchotku A.

Tak samo trojkaty BDE i BCK sg podobne, gdyz oba sa prostokatne i maja wspolny kat
ostry przy wierzchotku B.

Z tych podobienstw wynika, ze

1CLL _ 1BE| qy IBOL  IDBL oy IOLL — _a_ ppy KCL b
AC| AL [BC]| BD[» ¢ZY1 3 atb a ath
Stad |CL| = -2 oraz |[KC| = -2 Zatem |KC| = |LC|.
To konczy dowdd.

Stownik

srednia geometryczna

srednig geometryczng dwoch liczb nieujemnych x i y nazywamy liczbe /x - y; Srednia

geometryczng n liczb nieujemnych z;, z2, z3, . . ., ¢, nazywamy liczbe /-T2 -T3-...-T,,



Aplet

Polecenie 1

Uzasadnij, ze trojkaty ABC, AKL, KNC'i NBM s3 podobne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DnHotXPzx

Polecenie 2

Zmieniaj potozenie punktu K, obserwujac jak zmienia sie dtugo$¢ x odcinka AK oraz pole

prostokata K LM N. Sformutuj hipoteze dotyczaca najwiekszej wartosci pola prostokata
KLMN.

Polecenie 3

Wyznacz pole prostokata K LM N jako funkcje zmiennej z, podaj dziedzine tej funkcji
i wyznacz jej najwiekszg wartosé. Porodwnaj swoje rozwigzanie z podanym.



https://zpe.gov.pl/a/DnHotXPzx

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wysokosci tréjkata ostrokatnego ABC' przecinajg sie w punkcie H jak na rysunku.

Do kazdego z podanych tréjkatéw przeciagnij trojkaty do niego podobne.

A ABF
AAHF || AAHD |
AACD|| ABCD |
S OHE ACFH || ABHE |

A BFC




Cwiczenie 2 @)
Sposrdd ponizszych zdan wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

Jezeli trzy wysokosci trojkata ostrokatnego ABC dziela ten tréjkat na szes$é parami
(] roztacznych tréjkatéw, z ktérych pewne trzy sg podobne, to tréjkat ABC jest
rownoboczny.

Jezeli trzy wysokosci trojkata ostrokatnego ABC dzielg ten tréjkat na szes$é parami
(] roztacznych tréjkatéw, z ktérych pewne trzy s podobne, to tréjkat ABC jest
réwnoramienny.

0 Jezeli wysoko$¢ trojkata ABC dzieli ten tréjkat na dwa trojkaty podobne, to trojkat
ABC jest prostokatny.

0] Jezeli wysoko$¢ tréjkata ABC dzieli ten trojkat na dwa nieprzystajace tréjkaty
podobne, to tréjkat ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 3 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Tréjkat ABC o bokach 9, 12i 15 jest podobny do tréjkata
K LM, w ktorym najdtuzszy bok ma dtugosé 10.
Woynika stad, ze najkrotszy bok tréjkata K LM ma diugosé:

O 5
O 8
O 6

O 4



Cwiczenie 4

Zaznacz poprawng odpowiedz. Pole tréjkata prostokatnego ABC jest rowne 12. Trojkat
DEF o przyprostokatnych dtugosci 6 i 8 jest podobny do tréjkata ABC w skali k.
Wynika stad, ze:

O k=+v2
O k=3
O k=4
O k=2



Cwiczenie 5

W trojkacie prostokatnym ABC' z wierzchotka kata prostego C' poprowadzono wysoko$é C' D
(patrz rysunek).

B
D
9
C 12 A
Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
Zdanie Prawda Fatsz

Skala podobienistwa
trojkata AC'D do tréjkata O O
ABC'jestréwna 4 : 5.

Skala podobienstwa
tréjkata BC' D do trojkata O O
ABC jest réwna 3 : 4.

Cwiczenie 6

Oblicz dtugo$¢ promienia okregu wpisanego w trojkat ABC, ktorego boki maja dtugosci
|AB| = 10, |AC| = | BC| = 13.




Cwiczenie 7

Dany jest prostokat ABC D, w ktérym rzuty prostokatne E i F' wierzchotkéw odpowienio A
i C na przekatng BD dzielg te przekatng na trzy rowne czesci.

D C

A B
Obwdd prostokata ABCD jest rowny v/ 12 + +/24. Oblicz pole prostokata ABCD.

Cwiczenie 8 @

W tréjkat prostokatny ABC o przyprostokatnych dtugosci |BC| = a, |AC| = b
i przeciwprostokatnej dtugosci | AB| = ¢ wpisano kwadrat DEF'G jak na rysunku.

B

29
. <
¢’ D b A
abc

Wykaz, ze bok tego kwadratu ma dtugosé réwna e



Cwiczenie 9 @

Okregi o $Srodkach A, Bi C wpisano w kat wypukty w ten sposdéb, ze kazdy z tych okregow
jest styczny do obu ramion kata, a okrag o srodku B jest zewnetrznie styczny z kazdym
z dwdch pozostatych okregéw (zobacz rysunek).

}
JOE

Udowodnij, ze promien okregu o srodku B jest srednig geometryczng promieni okregéw
o $rodkach Ai C.



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cechy podobienstwa trojkatow prostokatnych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

» zna cechy podobienstwa trojkgtow prostokgtnych

» wykorzystuje poznane cechy do rozwigzywania zadan

 stosuje cechy podobienstwa trojkatow prostokatnych do uzasadniania podobienstwa
trojkatow

 stosuje cechy podobienstwa trojkatow prostokatnych w sytuacjach typowych
i problemowych

» wykorzystuje cechy podobienstwa trojkatow prostokatnych w dowodach
geometrycznych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie cech podobienstwa trojkatow (zwraca uwage na
roznice miedzy cechami podobienstwa trojkatow, a cechami przystawania trojkatow).

2. Nauczyciel prosi uczniéw o podanie przyktadow wielokatow i odcinkow w tych
wielokatach, ktore wyznaczaja w tych wielokatach trojkaty podobne.

3. Po wykonaniu ¢wiczenia wprowadzajgcych nauczyciel podaje temat i cele zajec,
uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Kazdej z grup zleca opracowanie jednej z cech
podobienstwa trojkatow z sytuacii, gdy trojkaty sg prostokatne.

2. Kazda z grup referuje wyniki wiasnych dociekan. Nauczyciel inicjuje dyskusje, ktore;
efektem powinno by¢ sformulowanie cech podobienstwa trojkatéow prostokatnych.

3. Nauczyciel podsumowuje dyskusje, formutujgc cechy podobienstwa trojkgtow
prostokatnych w postaci warunkéw koniecznych i wystarczajacych.

4. Uczniowie w grupach lub indywidualnie analizujg przyktady 1 - 3.

5. Nauczyciel przypomina twierdzenie o stosunku pol figur podobnych, a nastepnie
uczniowie rozwiazuja przyktad 4.

6. Nauczyciel poleca uczniom uruchomi¢ aplet i prosi o wykonanie dotgczonych polecen.

7. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujgc
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

« Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.



Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢ oraz przeprowadzili dowod zalezno$ci omawianejwe
wstepie.

Materialy pomocnicze:

e Cechy podobienstwa trojkatow
o Trojkaty prostokatne podobne

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie na podstawie apletu mogg przygotowac infografike prezentujacg cechy
podobienstwa trojkatow prostokatnych.


https://epodreczniki.pl/a/cechy-podobienstwa-trojkatow/D6QhoxTeI
https://epodreczniki.pl/a/trojkaty-prostokatne-podobne/D1guiH66W

