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O dowodzeniu twierdzen

Geometria przez setki, a nawet tysigce lat opierata si¢ na wycigganiu wnioskow z kilku
przestanek zwanych aksjomatami i na intuicyjnym rozumieniu niektorych poje¢, takich jak
punkt, czy prosta. Ostatnie dwieScie lat to czas, gdy matematycy probuja zaksjomatyzowac
niemal wszystko. Niewykluczone, ze w praktyce szkolnejzdarzyto Ci si¢ spotkac

z aksjomatyczng definicjg rachunku prawdopodobienstwa. Podejmujgc studia na
kierunkach $cistych czy technicznych, niemal na poczatku poznasz aksjomaty teorii
mnogosci, a nawet aksjomatyczng definicje liczb naturalnych. Ale matematyka nie tkwi

w owych aksjomatach, ktore mozna przyjmowac w roznym ksztalcie, ale w Scistym,
uporzadkowanym i logicznie konsekwentnym wycigganiu wnioskow, ktore maja wykazac,
czyli dowies¢ prawdziwosci wypowiadanych zdan. To wycigganie wnioskow, na podstawie
przyjetych zatozen, jest czesto okreslane jako dowodzenie. Bytoby trudne takie
realizowanie procesu ksztatcenia matematycznego, w ktorym na przyktad zdobywanie
wiedzy i umiejetnosci z geometrii bytoby od poczatku do konca oparte o aksjomaty
Euklidesa i wprowadzone przez niego pojecia pierwotne oraz przyjete, znane z logiki
formalnej, zasady dowodzenia. Ograniczenia wynikaja nie tylko z czasu, jaki nalezatoby na to
poswiecic, a ktorego ,zawsze” brakuje, ale takze z relacji miedzy intuicjg, zwigzana

z ksztaltowaniem pewnych pojec¢ juz od lat dziecinnych, a formalizmem, ktory jest czyms$



naturalnym dla naukowca zajmujgcego si¢ dang dziedzing. Rozwigzywanie problemow np.
zwigzanych z zastosowaniem twierdzenia Pitagorasa, nie wymaga od nas poglebione;j
refleksji dotyczgcej znajomosci dowodu tego twierdzenia — tym samym niektorzy adepci
szkolnej matematyki korzystajg z tego narzedzia nawet wowczas, gdy nigdy z jego dowodem
sie nie spotkali. Co wiecejich rozwigzania przez nikogo nie bedg kwestionowane, bowiem
pewne fakty przyjmuje si¢ jako powszechnie znane i jednym z takich faktow jest

z pewnoscig relacja znana pod nazwg twierdzenia Pitagorasa.

Twoje cele

» Zastosujesz cechy przystawania trojkgtow, w tym trojkatow prostokatnych, do
badania zwigzkéw miarowych w wielokatach i dowodzenia twierdzen.

» Zastosujesz poznane zalezno$ci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

O cechach przystawania trojkatow

Przypomnijmy krotko trzy twierdzenia znane powszechnie jako cechy przystawania
trojkatow:

» cecha bbb: dwa trojkaty sg przystajace, jesli trzy boki jednego trojkagta sq odpowiednio
rowne trzem bokom drugiego trojkata;

o cecha bkb: dwa trojkaty sa przystajace, jesli dwa boki i kat lezgcy miedzy tymi bokami
w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne dwom bokom i katowi lezgcemu miedzy
tymi bokami w drugim trojkacie;

o cecha kbk: dwa trojkaty sa przystajace, jesli bok i dwa katy przylegte do tego boku
w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne bokowi i dwom katom przyleglym do tego
boku w drugim trojkacie.

W przypadku trojkgtow prostokatnych, mozna i warto dotgczy¢ do tego zestawu ponizsze
cztery twierdzenia, wynikajace z wczesniej zacytowanych:

 jezeli przeciwprostokatna i jedna z przyprostokatnych jednego trojkata sa odpowiednio
rowne przeciwprostokatneji jednejz przyprostokatnych drugiego trojkata, to trojkaty
te sa przystajace;

 jezeli dwie przyprostokatne jednego trojkata sg odpowiednio rowne dwom
przyprostokatnym drugiego trojkata, to trojkaty te sg przystajace;

 jezeli przyprostokatnaijeden z katéw ostrych jednego trojkata sa odpowiednio rowne
przyprostokatneji jednemu z katow ostrych drugiego trojkata, to trojkaty te sg
przystajace;

 jezeli przeciwprostokatna i jeden z katow ostrych jednego trojkata sa odpowiednio
rowne przeciwprostokatneji jednemu z katow ostrych drugiego trojkata, to trojkaty te
sg przystajace.

Z twierdzen tych bedziemy korzystac¢ rozwigzujac nizej podane problemy.
Przyktad 1

Punkt F jest srodkiem boku BC' réwnolegloboku ABCD. Prosta AE przecina w punkcie
F prosta C'D. Punkt G jest takim punktem boku CD, ze odcinek EG jest prostopadty do
prostej AE, jak na rysunku.
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Wykazemy, ze trojkaty AEG i FEG sg przystajace.

Oczywiscie trojkaty AEG i FEG sa prostokatne. Skorzystamy z cechy, ktora orzeka, ze
jezeli dwie przyprostokatne jednego trojkata s3 odpowiednio rowne dwom
przyprostokatnym drugiego trojkata, to tréjkaty te sa przystajgce. Odcinek EG jest
wspolng przyprostokatna w obu trojkatach.

Pozostaje wykazac¢, ze |AE| = |F'E|. W tym celu skorzystamy z faktu, ze trojkaty ABE i
FCE sa przystajace. Istotnie:

« katy AEBi FEC jako wierzcholkowe s rowne;
« katy BAE i CFE jako naprzemianlegle sa rowne.

Stad wynika rowno$¢ katow FCE i ABE. Ale to oznacza, ze katy przylegle do boku BE
w trojkacie ABE i boku CE w trojkgcie FCE s3 odpowiednio rowne. Ale boki BE i CE,
rowne potowie boku BC), sg sobie réwne. Zatem na mocy cechy kbk tréjkaty ABE i FCE
sq przystajgce. Co pozwala stwierdzi¢, ze odcinki AE i F'E maja réwng dtugosc¢. Co
nalezato wykazac.

Zauwazmy, ze z powyzszego twierdzenia wynika w szczegélnosci, ze prosta AF jest
dwusieczng kata BAG.

Przyktad 2

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym | AC| = | BC'|. Na bokach tego trdjkata
zbudowano trzy trojkaty rownoboczne: ABD, BCE, AC'F, jak na rysunku.



Pokazemy, ze trojkat EDF jest rownoramienny.

Dowdd sprowadza sie do wykazania, ze ADBE = ADAF, czyli, ze trojkaty te sa
przystajace.

Przyjmijmy oznaczenie |[<<BAC| = |[<ABC| = a.

Zauwazmy, ze |BE| = |BC| oraz |AF| = |AC], co wynika z faktu, ze dobudowane
trojkaty sa rownoboczne. Ale |AC| = |BC|, zatem |BE| = |AF|.

Zauwazmy dalej, ze |AD| = |BD| oraz |[<DAF| =60" + a + 60" = 120" + a. Ale
|<DBE| = 60" + o+ 60° = 120" + av.

Zatem w trojkagtach DBE i DAF dwa boki i kat lezacy miedzy tymi bokami sg
odpowiednio réwne, czyli na mocy cechy bkb te trojkaty sg przystajagce. W szczegolnosci
boki lezace naprzeciw katow DBE i DAF sa réwne.

Stad |ED| = |FD|, co nalezato wykazac.
Przyktad 3

Rozwazymy teraz zwigzki miarowe, gdy trojkaty rownoboczne zbudujemy na bokach
dowolnego trojkata. Dany jest trojkat ABC'. Na bokach tego tréjkata zbudowano trzy
trojkaty réwnoboczne: ABD, BCE, ACF, jak na rysunku.



Pokazemy, ze |AE| = |BF| = |CD|.

Pokazemy najpierw, ze AACE = AFCB. Przyjmijmy oznaczenie |<ACB| = v. Wtedy
|<FCB| = 60° + 7. Podobnie |<TACE| = v+ 60°, zatem te katy sa rowne. Pozostaje
zauwazy¢, ze boki F'C i BC'w trojkacie F'C'B sg odpowiednio rowne bokom AC'i CE
w trojkacie AC'E. Zatem na mocy cechy bkb te trojkaty sa przystajgce. W szczegdlnosci
boki AE i BF s3réwne.

Pokazemy teraz, ze AABE = ADBC. Przyjmijmy oznaczenie |<{ABC| = 5. Wtedy
|<ABE| = 8+ 60°. Podobnie |<DBC| = 60° + f, zatem te katy sa rowne. Pozostaje
zauwazyc¢, ze boki ABi BE w trojkacie ABE sg odpowiednio réowne bokom BD i BC
w tréjkacie DBC'. Zatem na mocy cechy bkb te trojkaty sa przystajgce. W szczegdlnosci
boki AE i C'D sa réwne. Co nalezato wykazac.

Przyktad 4

Na bokach ABi BC kwadratu ABCD obrano takie punkty E'i F, ze |EB| = |CF|.
Proste AF'i C'E przecinaja si¢ w punkcie G, jak na rysunku.



Miara kata EDF jest réwna a. Wykazemy, ze miara kagta AGC jest rowna 180° — a.

Przyjmiemy oznaczenia: |[<BAF| = 3, |<BCE| = v. Wtedy
|<AGC| = 360" — |<DAF| — |<ADC| — |<DCE|, czyli
[<<AGC| = 360° — (90° — B) — (90° — ) — 90° = 90° + S + .

Ale trojkaty EBC i FCD sa przystajace, w szczegdlnosci |[<CDF| = |[<BCE| = .
Podobnie trojkaty AED i BF A sa przystajace, w szczegolnosci |[<<TADE| = |<BAF| = B.
Ale |<ADE|+ a+ |<CDF|=90",stad |[<ADE| + |[<CDF|=+~v=90" — a.

Zatem |[<AGC| =90" +B8+v=90" 4 (90° — a) = 180" — «. Co nalezato wykazac.

Stownik
cechy przystawania trojkatow

zestaw twierdzen okreslajagcych warunki rownowazne wystepowania relacji przystawania
miedzy dwoma trojkatami



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami pokazanymi w animacji, a nastepnie wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DEYMIbjYJ

Film nawigzujgcy do treSci materiatu

Polecenie 2

Wykaz, ze symetralna odcinka jest zbiorem punktéw, ktérych odlegtos¢ od obu koncow tego

odcinka jest taka sama.

Polecenie 3

Wykaz, ze srodek okregu wpisanego w kat wypukty lezy na dwusiecznej tego kata.

Polecenie 4

Wykaz, ze jesli przekatne trapezu, ktory nie jest réwnolegtobokiem, dzielg ten trapez na cztery

trojkaty, z ktérych dwa sg przystajace, to ten trapez jest rwnoramienny.


https://zpe.gov.pl/a/DEYMlbjYJ

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Udowodnij, nie korzystajac z pojecia pola, ze jesli dwie wysokosci trdjkata sg rowne, to tréjkat
ten jest réwnoramienny.

Cwiczenie 2 @)

W trojkacie ABC, w ktérym |<BAC| = 90° i |AB| = 2 - |AC| poprowadzono $rodkowa
CD. Prosta przechodzaca przez A i prostopadta do poprowadzonej $rodkowej przecina
przeciwprostokatng w punkcie F, jak na rysunku.

C &

Wykaz, ze |CE| = |DE|.



Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz.
Dany jest kwadrat ABC D. Punkty E, F' lezg odpowiednio na bokach AB i BC' tego
kwadratu. Tréjkaty EBC' i FCD sa przystajace jak na rysunku.

D C

oy &

A E

Suma miar katéw a + B + v

zalezy od potozenia punktéw E, F' i moze by¢ mniejsza niz 90°.

zalezy od potozenia punktéw E, F' i moze by¢ wieksza niz 90°.

dla dowolnego potozenia punktéw FE, F' jest rowna 90°.

o O O O

dla dowolnego potozenia punktéw FE, F' jest mniejsza niz 90°.



Cwiczenie 4

Dany jest kwadrat ABCD. Na jego bokach AB i AD leza odpowiednio punkty FE, F' takie, ze

|AE| = | DF|. Prosta prostopadta do prostej EF przecina przekatng BD w punkcie G, jak na
rysunku.

Wykaz, ze | EF| = |CG.



Cwiczenie 5

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Wybierz PRAWDA, jesli zdanie jest prawdziwe oraz
FALSZ, jesli zdanie nie jest prawdziwe.

Prawda Fatsz

Jesli katy jednego trojkata
i dwa jego boki sg réwne
odpowiednim katom
drugiego trojkata i jego O O
dwdém bokom, to trojkaty te
sg przystajace.

Jesli trzy wysokosci jednego
trojkata sg rowne
odpowiednio trzem
wysokos$ciom drugiego O O
trojkata, to te trojkaty sa
przystajace.

Jesli katy przy podstawie
jednego tréjkata i wysokosc
poprowadzona na te
podstawe sg odpowiednio
réwne katom przy O O
podstawie drugiego trojkata
i wysokosci poprowadzonej
na te podstawe, to trojkaty
te sg przystajace.

Jesli trzy srodkowe jednego
trojkata sg rowne
odpowiednio trzem
srodkowym drugiego O O
trojkata, to te tréjkaty sa
przystajace.



Cwiczenie 6

Dany jest réwnolegtobok ABC'D o polu rownym P. Punkty E, G leza odpowiednio na
bokach BC'i AD tego rownolegtoboku. Punkt F' jest punktem wspdlnym prostych CD i AE.
Trojkaty ABE i FCE sa przystajace, podobnie trojkaty GEH i FCH sa przystajace jak na
rysunku.

Pole tréjkata EF'H jest rowne:

o O O O
sl
N



Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze wierzchotki A, B dowolnego tréjkata ABC s3 réowno oddalone od prostej
zawierajacej srodkowa boku AB.
Utéz w kolejnosci etapy dowodu.

Tréjkaty prostokatne AD A, i BD By, maja jeden kat ostry o takiej samej mierze

i przeciwprostokatne o rownej dtugosci, zatem sg przystajace. M

PoprowadzZmy proste prostopadte do prostej k, przechodzace odpowiednio przez

punkty A, B i punkty wspdlne tych prostych z prosta k oznaczmy odpowiednio =

przez A;, oraz By,

Zauwazmy, ze katy AD A, i BDB;, jako wierzchotkowe sg réwne. $

W szczegdlnosci, boki lezace naprzeciw katow wierzchotkowych AD A, i BDB;, R

muszg by¢ sobie réwne. Co nalezato wykazac. v

Niech D bedzie $srodkiem boku AB. Oznaczmy prostag C D symbolem k. —
Cwiczenie 8 @

Przekatna AC'i wysoko$¢ C'E trapezu ABCD, w ktérym AB || CD, dziela ten trapez na
trzy trojkaty przystajace. Dtuzsza podstawa A B trapezu, réwna przekatnej AC, ma dtugosé d
. Pole trapezu ABCD jest rowne:

O 4d?
O 2d?
O

O e



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zadania na dowodzenie - wykorzystanie cech przystawania trojkatow
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

Uczen:

4) korzysta z wtasnosci katoéw i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegodlne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, Srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wtasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje pojecie figur przystajacych

 stosuje pojecie trojkatow przystajgcych

 stosuje cechy przystawania trojkatow

 stosuje cechy przystawania trojkgtow prostokatnych
o przeprowadza dowody geometryczne



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel prosi o podanie przyktadow, aksjomatow i regut dowodzenia.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia przystawania trojkgtow i cech przystawania
trojkatow.

2. Nastepnie nauczyciel prezentuje problem opisany w Przykladzie 1 - wspolnie
z uczniami przeprowadzajg dowdd przystawania trojkatow ABE i FCE. Nastepnie
prosi o udowodnienie przedstawionejtezy — uczniowie w parach szukajg rozwigzania.
Wybrany uczen prezentuje rozwigzanie.

3. Nastepnie nauczyciel prosi o uzasadnienie, ze prosta AF jest dwusieczng kata BAG.

4. Nauczyciel omawia konstrukcje figur powstalych przez dobudowanie trojkatow
rownobocznych do trojkata (ew. rownolegloboku). Nastepnie prezentuje problem
opisany w Przykladzie 2, dotyczacy trojkata rownoramiennego. Uczniowie pracujg
samodzielnie nad jego rozwigzaniem. Nauczyciel obserwuje uczniéw i w razie potrzeby
udziela wskazoéwek. Wybrany uczen prezentuje rozwigzanie na tablicy.

5. Nastepnie nauczyciel prezentuje problem dotyczgacy dowolnego trojkata — opisany
w Przykiadzie 3. Nauczyciel dzieli klase na dwie grupy - jedna z nich bedzie miata za
zadanie wykaza¢ przystawanie trojkatow AACFE = AFCB, a druga przystawanie
ANABE = ADBC. Wybrani uczniowie prezentuja dowod odpowiednich relacij



przystawania. Nastepnie, powolujgc sie na przechodnio$¢ relacji rownosci, koncza
dowod twierdzenia.

6. Nastepnie nauczyciel prezentuje problem opisany w Przyktadzie 4. Moze w tym
miejscu zmienic¢ teze, odwotujac sie do czworokatow wpisanych w okrag. Proponuje
przyjecie uczniom ujednoliconych oznaczen miar katoéw, a nastepnie prosi uczniéw, by
pracujgc ponownie w parach, rozwigzali problem. Wybrany uczen prezentuje
rozwigzanie na tablicy.

7. Na koniec nauczyciel prosi o uruchomienie aplikacji multimedialneji wykonanie
dotaczonych polecen.

8. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

« Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaty wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Przystawanie trojkatow
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna zastosowac¢ w ramach realizacji tematu o cechach przystawania trojkgtow
i wlasnosciach trojkgtow.
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