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Zrodto: Gromar Sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.
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Niektore stoty wyposazone sg w pantograficzny mechanizm podnoszenia blatu.

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Mechanizm ten gwarantuje, ze ptaszczyzna blatu w pozycji podniesionej jest rownolegta do
plaszczyzny blatu w pozycji opuszczonej. Dlaczego tak sie dzieje? Czy jest jakie$
matematyczne wyjasnienie dzialania tego mechanizmu? Okazuje si¢, ze opisang wyzej
sytuacje mozna matematycznie zilustrowa¢ za pomocg dwoch prostych przecietych trzecig
prostg. Interesowac nas beda katy, jakie tworza te proste. Nazwiemy te katy i podamy ich
najwazniejsze wiasnosci.

Twoje cele

» Rozpoznasz katy naprzemianlegle, katy odpowiadajace oraz katy jednostronne.

o Okreslisz, kiedy katy naprzemianlegle sa rowne oraz kiedy katy odpowiadajace sa
rowne.

o Wykorzystasz rownos¢ katéw naprzemianlegtych (lub rownos¢ katow
odpowiadajacych) do badania rownolegtosci prostych.

» Wykorzystasz informacje o poznanych katach do rozwigzywania problemow

geometrycznych.



Przeczytaj

Dwie proste przeciete trzecig prosta

Na rysunku przedstawione zostaly proste kil przeciete prosta m, ktérg nazywamy sieczna
prostych ki l. Powstato w ten sposob osiem katow: a, 3, v, 9, 1, ¢, ¥, w. Symbole uzyte do
oznaczenia tych katow to wybrane mate litery alfabetu greckiego: « - alfa, 3 - beta, 7y -
gamma, J - delta, n - eta, ¢ - fi, ¥ - psi, w - omega.

Dwie proste przeciete trzecig prosta.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Definicja: katy naprzemianlegte

Kazda z par katow: ai ¢, Biw, yin, § i ¢ nazywamy katami naprzemianleglymi, przy
czym pary a i1 oraz J i ¢ nazywamy jeszcze dodatkowo zewnetrznymi, a pary [iw
oraz vy i n - wewnetrznymi.

Definicja: katy odpowiadajace

Kazda z par katow: acim, B1i ¢, vi 9, § i w nazywamy katami odpowiadajacymi.

Kazda z par katow: ai ¢, Bin, viw, i nazywamy katami jednostronnymi, przy czym
pary a i ¢ oraz (1innazywamy jeszcze dodatkowo zewnetrznymi, a pary Sinorazvyiw
- wewnetrznymi.

Twierdzenia o katach naprzemianlegtych i katach
odpowiadajacych



Zalezno$¢ miedzy potozeniem prostych ki [ oraz katami naprzemianleglymi opisujg dwa
ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie: o katach naprzemianlegtych
Jezeli proste ki [ s rbwnolegte, to katy naprzemianlegte sg rowne.
Twierdzenie: odwrotne do twierdzenia o katach naprzemianlegtych

Jezeli katy naprzemianlegle sa rowne, to proste ki [ sg rownolegte.

llustracja twierdzenia o katach naprzemianlegtych.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Te dwa twierdzenia czesto zapisujemy w postaci rownowaznosci:
Wazne!
Proste kil sg rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy katy naprzemianleglte sa réwne.
Podobne dwa twierdzenia dotyczg katow odpowiadajgcych.
Twierdzenie: o katach odpowiadajcaych
Jezeli proste ki [ sa rownolegle, to katy odpowiadajace sg rowne.
Twierdzenie: odwrotne do twierdzenia o katach odpowiadajacych

Jezeli katy odpowiadajgce sg réwne, to proste ki [ s rownolegte.
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llustracja twierdzenia o katach odpowiadajgcych.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Te dwa twierdzenia tez mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznosci:
Wazne!
Proste kil sg rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy katy odpowiadajace sa rowne.

Przesledzmy trzy przyklady zastosowania omowionych definicji i twierdzen. W jednym
z przyktadow podamy matematyczne uzasadnienie poprawnos$ci dziatania
pantograficznego mechanizmu podnoszenia blatu stotu.

Przyktad 1

Proste k i [ s rownolegte. Oblicz miary zaznaczonych katow aci 5.




Dwie proste réwnolegte przeciete trzecig prosta.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zaznaczony kat 141° oraz kat « to katy naprzemianlegle, a poniewaz proste kil sa
rownolegle, to o = 141°.

Z kolei katy i 3 sg przylegle, wiec o + = 180°.

Zatem 8 = 180" — a = 180° — 141° = 39°.

Przyktad 2

Zastosujemy poznane twierdzenia do odpowiedzi na pytanie dlaczego pantograficzny
mechanizm podnoszenia blatu gwarantuje nam, ze ptaszczyzna blatu stotu w pozycii
podniesionej jest zawsze réwnolegla do plaszczyzny tego blatu w pozycji opuszczone;j.
Sporzadzmy w tym celu rysunek pogladowy.

A M B

Schemat dziatania pantograficznego mechanizmu podnoszenia blatu stotu.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Wyobrazmy sobie, ze odcinek AB to blat w pozycji opuszczonej, odcinek C'D - blat
w pozycji podniesionej, odcinki M C'i BN to jednakowejdlugos$ci elementy
mechanizmu. Odcinki AB i C'D beda rownolegte tylko wtedy, gdy katy a i 5 beda rowne.

Jak wiec konstruktor mechanizmu zagwarantowat sobie rownos¢ tych katow?

Poza tym, ze odcinki M C'i BN s3 rownej dlugosci to jeszcze punkty M i N mocowania
elementéw mechanizmu sg tak dobrane, zeby zachodzita réwnoé¢ |[MB| = |CN|.

To oznacza, ze czworokat M BN C' ma dwie pary przeciwleglych bokow rownej dtugosci.
Jest to wiec rownoleglobok, co oznacza, ze istotnie AB || CD.

Przyktad 3

Przekatna AC czworokata ABCD dzieli go na dwa trojkaty rownoramienne, przy czym
w trojkacie ABC jest ona ramieniem, a w trojkacie AC'D podstawa. Rozstrzygnij, czy jesli
katy przy wierzchotkach Bi D tego czworokata sa rowne odpowiednio 80° i 1407, to
czworokat ABCD jest trapezem.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

A B

Czworokat ABCD.
Zrédto: Gromar Sp. zo.0,, licencja: CC BY-SA 3.0.

Poniewaz tréojkat ABC jest rownoramienny i BC jest jego podstawa, wiec katy ABC' i
ACB przy tejpodstawie sa rowne, wiec 5 = 80°.
Kat przy wierzchotku A w tym trojkacie jest wiec rowny o = 180" — 2 - 80" = 20°.

Trojkat ACD tez jest rownoramienny, a jego podstawa jest odcinek AC. Zatem katy przy
tej podstawie s3 rowne.



Trzeci kat przy wierzchotku D jest rowny 140°, wiec 140° + 2 -y = 180". Stad v = 20".

Poniewaz katy o i v s rowne, wiec z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o katach
naprzemianleglych wynika, ze proste AB i CD sa rownolegle. To oznacza, ze czworokat
ABCD jest trapezem o podstawach ABi CD.

Stownik
katy naprzemianlegte

pary katow utworzonych przez przeciecie dwoch prostych kil trzecig prosta m, lezace
po przeciwnych stronach prostejm

katy odpowiadajace

pary katow utworzonych przez przeciecie dwoch prostych kil trzecig prosta m, lezace

po tej samej stronie prostejm



Aplet

Polecenie 1

Otworz aplet geogebry. Wybierz opcje: katy naprzemianlegte, a nastepnie zmieniaj potozenie
prostych. Poruszajac punktami A i B obserwuj, jak zmieniajg miary wybranych katow.
Jednoczesnie obserwuj, jaka jest relacja miedzy prostymi k i [. Nastepnie, przy wybranej

opcji katy naprzemianlegte, wybierz zmieniaj miary katow. Przeprowad?z te same obserwacje,

co poprzednio. Zapisz swoje spostrzezenia w postaci twierdzen.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D16QfskvY

Katy utworzone przez dwie proste przeciete trzecig prosta

Polecenie 2

Otwoérz aplet geogebry. Wybierz opcje: katy odpowiadajace, a nastepnie zmieniaj potozenie
prostych. Poruszajac punktami A i B obserwuj, jak zmieniaja miary wybranych katéw.
Jednoczesnie obserwuj, jaka jest relacja miedzy prostymi k i [. Nastepnie, przy wybranej
opcji katy odpowiadajace, wybierz zmieniaj miary katow. Przeprowadz te same obserwacje,

co poprzednio. Zapisz swoje spostrzezenia w postaci twierdzen.


https://zpe.gov.pl/a/D16QfskvY

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Katy utworzone przez dwie proste przeciete trzecig prosta.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Cwiczenie 2 G

Wskaz te rysunki, na ktorych proste k i [ sg rownolegte.
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 3
Na wszystkich rysunkach w tym ¢wiczeniu proste k i [ sa rownolegte. Zaznacz wszystkie
poprawne miary podanych katéw.

l
Katy utworzone przez dwie proste rownolegte przeciete trzecia prosta.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

a = 100°
U



Cwiczenie 4

Prosta m przecina proste ki [ w punktach Ai B, a proste ki [ przecinajg sie w punkcie

niewidocznym na rysunku, lezagcym po tej samej stronie prostej m, po ktorej lezy zaznaczony
kat a.

Wynika stad, ze

O a<p

O a=48

O a>p



Cwiczenie 5

Pierwszy i ostatni odcinek tamanej otwartej ABC DFE s3 rownolegte
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Woéweczas kat wypukty a pomiedzy odcinkami BC'i C'D tejtamanej jest rowny

() a=66"
() a=33°
() a=54"
() a=60°



Cwiczenie 6

Na rysunku jest przedstawiona tamana otwarta ABCDEF', w ktorej odcinki ABi EF sg
rownolegte

B

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wynika stad, ze prawdziwa jest rownos¢

O a+pB+v+6=360°
O a+p=7+46
O at+y=B8+4
O a+d=B+9



Cwiczenie 7

Na rysunku sg przedstawione proste: k, I, m, n, p oraz zaznaczone sa niektore katy
utworzone przez te proste. Proste ki [ sa rownolegte.

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Z ponizszych zdan wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

a > 60°

Proste m i p przecinaja sie pod katem 66°.

Proste n i p sa rownolegte.

o o o o o o O
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I
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Tréjkat, ktérego boki zawarte sg w prostych [, m i n jest rbwnoramienny.



Cwiczenie 8

Na rysunku s3g przedstawione proste k i [ przeciete trzecig prosta.
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wskaz wszystkie zdania fatszywe.

0 Dla dowolnych katéw «, 3, v i d takich, ze o + 6 = B+ =y, proste ki [ sa
rownolegte.

(] Dladowolnych katéw « i 3 takich, ze a = f3, proste k i | przecinaja sie.

Dla pewnych katéw a, B, v i § takich,zea + 8+ v+ d = 360°, proste ki l
przecinajg sie.

O

(] Dlapewnych katéw « i 3 takich, ze v = 3, proste k i | sa réwnolegte.

Cwiczenie 9

Sformutuj i uzasadnij twierdzenie o katach jednostronnych.



Cwiczenie 10 @

Wykorzystujac poznane twierdzenie o katach naprzemianlegtych, udowodnij twierdzenie
o sumie katow wewnetrznych tréjkata.

Cwiczenie 11 @

W trapezie ABC'D dtugo$¢ ramienia BC jest rowna sumie dtugosci podstaw ABi CD.
Udowodnij, ze wtedy na ramieniu BC istnieje takie punkt E, ze kat AED jest
prosty. W dowodzie wykorzystaj twierdzenie o kagtach naprzemianlegtych.



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dabrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy utworzone przez dwie proste przeciete trzecig prosta
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum
Podstawa programowa: Zakres rozszerzony

VIIIL Planimetria

4. korzysta z wlasnos$ci katow i przekatnych w prostokgtach, réwnolegtobokach, rombach
i trapezach.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne
Uczen:

e rozpoznaje i poprawnie nazywa katy naprzemianlegle zewnetrzne, naprzemianlegte
wewnetrzne, odpowiadajace, jednostronne zewnetrzne i jednostronne wewnetrzne,
takze w sytuacjach praktycznych,

 stosuje twierdzenie o katach naprzemianlegtych oraz twierdzenie o katach
odpowiadajacych do obliczania miar katow oraz ustalania zaleznosci migedzy katami,

 stosuje twierdzenia odwrotne do twierdzenia o katach naprzemianlegtych oraz
twierdzenia o kgtach odpowiadajacych do badania relacji rownolegtosci prostych lub
odcinkow,

» odkrywa zwigzki miedzy katami jednostronnymi i formutuje je w postaci twierdzen.

Strategie nauczania
» konstruktywizm.

Metody i techniki nauczania



o dyskusja,
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne

» komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiej w pracowni komputerowej,

« lekcje te mozna przeprowadzi¢, majgc do dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem
multimedialnym..

Przebieg zajeé
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

2. Nauczyciel prosi uczniow o podanie sytuacji z zycia, ktore daja sie zilustrowac za
pomoca katow utworzonych przez dwie proste przeciete trzecig (proste ulice na
planie miasta, proste wyznaczone przez przeci¢cie wybranejSciany w pokoju z sufitem,
podtogg i ewentualnie innymi $cianami).

3. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie pojecia kata, rodzajow katow (ostre, prosty,
rozwarte, wypukte, wkleste), znanych im wiasnosci katow (twierdzenie o sumie katow
trojkata itp.).

4. Wspolnie z uczniami nauczyciel ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wprowadza pojecie katow naprzemianleglych, katéw odpowiadajacych
i katow jednostronnych. Zwraca uwage, ze w roznych publikacjach mogg sie spotkac
z roznymi definicjami tych katow: czesto mowigc o katach naprzemianlegtych lub
odpowiadajacych ma sie na mysli katy utworzone przez dwie proste rownolegle
przeciete trzecia prosta. Nauczyciel uzasadnia dlaczego taka definicja jest niewygodna.
Zwraca tez uwage, ze podziat katow naprzemianleglych i jednostronnych na
zewnetrzne i wewnetrzne nie jest juz tak istotny.

2. Nauczyciel prosi uczniéow o przypomnienie znanych im liter alfabetu greckiego, jakich
najczesciej uzywamy do oznaczania katow, podaje im te, ktorych nie pamietaja lub sie
z nimi nie spotkali, a ktore beda wykorzystywane podczas lekciji.

3. Uczniowie, pracujgc w grupach, wykorzystuja aplet geogebry Katy utworzone przez
dwie proste przeci¢te trzecia.



4. Nauczyciel steruje dyskusja, jakg uczniowie prowadzg w trakcie wykonywania ¢wiczen
z uzyciem apletu w takim kierunku, aby uczniowie samodzielnie odkryli twierdzenia
o katach naprzemianlegltych, o katach odpowiadajacych i twierdzenia do nich
odwrotne.

5. Uczniowie wykonujac wskazane ¢wiczenia interaktywne, przy czym nauczyciel prosi
ich o to, zeby probowali wykorzystywac¢ gtownie poznane twierdzenia i, o ile tylko
potrafig, nie wykorzystywali innych znanych im twierdzen o katach, np. twierdzenia
o sumie katow trojkata.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

2. Nauczyciel informuje uczniow, Ze poznane twierdzenia wynikajg wprost z V aksjomatu
Euklidesa i czesto twierdzen tych uzywa si¢ jak aksjomatow geometrii. Nawigzuje tez
do ¢wiczenia 10.

Praca domowa

Nauczyciel poleca uczniom wykonac pozostate ¢wiczenia interaktywne (te, ktore nie
zostaly wykonane podczas lekcji) oraz ¢wiczenie 10 i 11.

Materialy pomocnicze
Twierdzenie o sumie katow trojkata
Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania multimedium:

Aplet geogebry mozna uzy¢ do wprowadzenia twierdzenia o sumie dwoch sgsiednich
katow rownolegloboku oraz twierdzenia o sumie kqtow przy ramieniu w trapezie. Mozna to
jednak zrobi¢ dopiero po omowieniu wiasnosci katow przylegtych i katow
wierzchotkowych.


https://epodreczniki.pl/a/przeczytaj/DNCgcSntw

