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‘\( Rekurencja a iteracja

Zrédto: Chinh Le Duc, domena publiczna.

Niektore iteracje moga by¢ zapisane jako rekurencje, a rekurencje zwykle mozemy zastgpic¢
iteracjami... Czy jednak rozumiesz roznice miedzy dwiema metodami? Zarowno podejscie
rekurencyjne, jak i iteracyjne oparte jest na powtorzeniach. Jakie sg zatem roznice?

W przypadku iteracji wielokrotnie wykonywany jest cigg instrukcji w petli. Jezeli chodzi

o rekurencje, funkcja wywoluje samg siebie, w zwigzku z czym dane sg czesto gteboko
zagniezdzane.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjaSnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

Ciag okreslony rekurencyjnie,

Ciag geometryczny okreslony rekurencyjnie,

Wzor ogodlny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

Cigg arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.

Poréwnanie implementacji algorytmow metoda rekurencyjng i iteracyjng przedstawiamy
w e-materiatach:

e Rekurencja a iteracja w jezyku C++,
» Rekurencja a iteracja w jezyku Java,
» Rekurencja a iteracja w jezyku Python.
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Wiecejzadan? Siegnij do: Rekurencija a iteracja w zadaniach.
Twoje cele

» Podsumujesz podstawowe informacje o iteracji i rekurencij.
o Wyjasnisz, czy mozna zastgpi¢ rekurencje iteracja i odwrotnie.
e Przeanalizujesz i poréwnasz algorytmy rekurencyjny i iteracyjny obliczania wartosci

elementow ciagu.
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Przeczytaj

Iteracja i rekurencja - przypomnienie

Przypomnijmy sobie podstawowe informacje na temat iteracji i rekurencij.
Iteracja:

e polega na wielokrotnym wykonywaniu zapisanych w programie instrukcij,
* jestrealizowana za pomocg petli - instrukciji iteracyjnych,
» musi by¢ wprowadzony warunek zakonczenia petli.

Rekurencja:

» funkcja wywoluje samg siebie w celu osiggniecia rozwigzania problemu,
e musi spetnia¢ dwa warunki:
o warunek poczatkowy - warunek, ktory spetniony nie spowoduje wywotania
funkcji rekurencyjnej, tylko zwroci konkretng wartose,
o co najmniejjeden argument w rekurencyjnym wywotaniu funkcji musi mie¢
inng wartos$¢ niz poprzednie.

Ktora metode wybracé?

Dowolny problem mozemy rozwigza¢ dwiema technikami - rekurencyjng i iteracyjna.
Problem obliczania warto$ci elementu ciggu rekurencyjnego mozemy takze rozwigzac
W Sposob iteracyjny.

Warto jednak zastanowic sie, ktorej metody uzy¢ w algorytmie podczas rozwigzywania
danego problemu. Stosowanie techniki rekurencyjnej czyni kod czesto czytelniejszym,
krotszym i zrozumiatym. W przypadku iteracji nasz kod moze by¢ dluzszy i trudniejszy do
zrozumienia. Trzeba wzig¢ pod uwage, ze rozwigzujac niektore problemy metodg
rekurencyjng, ptacimy wysoka cene. Czesto funkcja rekurencyjna jest wywotywana duzg
liczbe razy, a obliczenia sg nieefektywne. W tych przypadkach zdecydowanie wybieramy
metode iteracyjna.

Obliczanie wartosci elementu ciggu

Sprawdzmy, jak — na podstawie kilku prostych ¢wiczen - obliczy¢ wartosci elementu ciggu.
Przy rozwigzaniu zadan skorzystamy zaroéwno z techniki rekurencyjnej, jak i z iteracyjne;j.
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Problem 1

Zdefiniowany jest nastepujacy ciag:

0 — 1 gdyn =0
" l4-an_1 + 2 gdyn >0

Napisz, za pomoca ciggu instrukcji pseudokodu, funkcje ktérej argumentem bedzie numer

szukanego wyrazu ciagu i ktéra zwréci wartos¢ tego wyrazu.

Przeanalizujmy zapisang w postaci pseudokodu funkcje realizujacg algorytm obliczania
wartosci n-tego elementu zdefiniowanego ciggu, przy uzyciu techniki rekurencyjne;.

funkcja rekurencyjnie(n)
jezeli n == 0 wykonaj:
zwroc 1
w przeciwnym razie wykonaj:
zwro¢ 4 * rekurencyjnie(n-1) + 2

Argumentem funkcji rekurencyjnie(n) jest numer wyrazu ciagu, ktéry chcemy
obliczy¢. W przypadku zerowego wyrazu ciggu zwracana jest warto$¢ 1, natomiast w innych
wypadkach musi zosta¢ obliczona warto$¢ poprzedniego wyrazu ciggu, poprzez wywotlanie
odpowiedniej funkcji rekurencyjnejz argumentem zmniejszonym o 1.

Problem ten mozemy takze rozwigzac iteracyjnie. Przeanalizujmy zapisang za pomocg
pseudokodu funkcje, tym razem w wersji iteracyjne;j.

funkcja iteracyjnie(n)

a=1

dla i =1, 2, ..., n wykonuj:
a=4"*a+?2

zwroc a

Jak wida¢, powyzsza funkcja jest rowniez zrozumiala i krotka. Zmiennej a przypisywana jest
wartos$¢ 1, to znaczy wartoS¢ naszego zerowego elementu ciggu. Nastepnie dla kolejnych
elementow obliczane sg wartosci w petli, az do osiggniecia naszego poszukiwanego wyrazu
o numerze n. Wtedy zwracana jest jego wartosc a.



Przejdzmy teraz do trudniejszego przyktadu, w ktorym wartos¢ elementu ciggu bedzie

zalezata od dwoch poprzednich wyrazow ciagu:
Problem 2

Zdefiniowany jest nastepujacy ciag:

0 gdyn =20
a, = 1 gdyn =1
Gp_1 * Qy_92 + 3 gdyn>1

Napisz, wykorzystujac cigg instrukcji pseudokodu, funkcje, ktérej argumentem bedzie numer

szukanego wyrazu ciggu i ktéra zwrdéci wartosc tego wyrazu.

Zacznijmy od metody rekurencyjne;j:

funkcja rekurencyjnieDrugie(n)

jezeli n == 0 wykonaj:
Zwroc 0

W przeciwnym razie jezeli n == 1 wykonaj:
zwroc 1

W przeciwnym razie:
zwroC rekurencyjnieDrugie(n-1) * rekurencyjnieDrugie(n-2)

Funkcje napisane technikg rekurencyjna sa czytelne i proste. Podobnie jak w przypadku
problemu 1, jezeli funkcja przyjmie parametr O lub 1, od razu zwracana jest konkretna
wartos¢, natomiast dla innych parametrow, nastepuja dwa wywotania rekurencyjne funkcii.

W przypadku techniki iteracyjnej, kod bedzie dtuzszy i trudniejszy do zrozumienia:

funkcja iteracyjnieDrugie(n)

a==~0
b =1
jezeli n == 0 wykonaj:
zZwroc a
dla 1 =2, 3, ..., n wykonuj:
c=a*b+3
a=»>n
b =c

zwrocé b



Ponownie w przypadku zerowego i pierwszego wyrazu ciggu bezposrednio zwracana jest
warto$¢. Dla kolejnych wyrazow muszg zosta¢ wykonane instrukcje w petli. W zmienne;j

¢ umieszczany jest iloczyn dwoch poprzednich wyrazow ciggu, powiekszony o 3, nastepnie
w zmiennej a bedzie przechowywana warto$¢ poprzedniego wyrazu ciggu, ktora
dotychczas byla w zmiennej b, natomiast do zmiennej b zostaje zapisana wartos¢
aktualnego wyrazu.

Rekurencja czy iteracja?

W przypadku problemu 1 algorytm mozemy zapisa¢ zarowno w wersji rekurencyjnej, jak

i iteracyjne;j. Jezeli chodzi o problem 2, mimo iz wersja iteracyjna jest mniej czytelna, to
wlasnie jg lepiej jest zastosowac. Technika rekurencyjna rozwigzywania zadania drugiego
wymaga wielu wywotan rekurencyjnych, co jest bardzo nieefektywne obliczeniowo. Dla
pigtego wyrazu ciggu funkcja rekurencyjnieDwa wywotywana jest az 15 razy!

Stownik
algorytm iteracyjny

cigg operaciji, ktory jest powtarzany tak dlugo, dopoki nie zostanie spetniony okreslony
warunek
algorytm rekurencyjny

algorytm, w ktorym funkcja lub procedura wywotuje sama siebie az do napotkania
przypadku podstawowego
iteracja

stowo pochodzace od tacinskiego iteratio (powtarzanie); oznacza powtarzanie w petli
tych samych instrukciji, az do spetnienia pewnego warunku
rekurencja

sytuacja, w ktorej funkcja wywoluje samg siebie az do napotkania przypadku
podstawowego
silnia

n! - iloczyn liczb naturalnych, mniejszych lub réwnych n



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Przeanalizuj symulacje interaktywna, wizualizujaca kolejne kroki algorytmu obliczania wartosci
elementdéw ciggu za pomoca dwdch metod: rekurencyjnej oraz iteracyjnej. Sprobuj, na kartce,
samodzielnie wykona¢ przedstawione kroki dla ciggu:

1 gdyn=1
a, = 1 gdy n = 2
Ap_1+ ap_ogdy n > 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D1970GVVp

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi obu metod przedstawionych

w symulacji.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @

Cwiczenie 1
Zaznacz zdanie fatszywe.

() Kazdy problem mozna rozwigza¢ dwoma metodami: rekurencyjna oraz iteracyjna.

O Dowolny problem, majacy rozwigzanie rekurencyjne, mozna rozwigzac technika
iteracyjna.

O Niektérych probleméw, majacych rozwigzanie rekurencyjne, nie mozna rozwigzac
w sposob iteracyjny.

Dowolny problem, majacy rozwigzanie iteracyjne, mozna rozwigza¢ w sposéb
rekurencyjny.




Cwiczenie 2 @

Napisz za pomoca pseudokodu funkcje realizujaca algorytm obliczania silni liczby n metoda
rekurencyjna.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e n -liczba naturalna
Wynik:

Program wyswietla silnie liczby n.







Cwiczenie 3 @

Wykorzystujac pseudokod, napisz funkcje realizujaca algorytm obliczania silni liczby n metoda
iteracyjna.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e n -liczba naturalna
Wynik:

Program wyswietla silnie liczby n.







Cwiczenie 4 O

Za pomocg pseudokodu przedstawiona zostata funkcja realizujaca algorytm rekurencyjnego

wyznaczania wartosci n-tego wyrazu ciggu. Rozwiaz przedstawiony problem, stosujac technike
iteracyjna.

Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba naturalna; indeks elementu ciggu
Wynik:
Program wyswietla n-ty element danego ciagu.

Rekurencyjnie(n)
jezeli n = 1
zwroc 1
jezeli n = 2
zwroc 3
jezeli n = 3
zwroc 2
zwroc¢ Rekurencyjnie(n - 1) + Rekurencyjnie(n - 3) - 1



Cwiczenie 5 O

Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

(] Ziteracja mamy do czynienia, gdy funkcja wywotuje sama siebie.

W rekurencji musi istnie¢ warunek, ktéry w przypadku spetnienia nie spowoduje
wywotania funkcji rekurencyjnej, tylko zwrdéci wartosé.

(] W rozwiazaniu wielu probleméw bardziej efektywne jest uzycie metody iteracyjne;j.

Mozliwe jest przepetnienie pamieci, gdy funkcja rekurencyjna zostanie
wywotywana wiele razy.



Cwiczenie 6 @
Zapoznaj sie z pseudokodem i wykonaj ¢wiczenie.
1 Rekurencyjnie(n)
2 jezeli n = 1
3 zwroc 1
4
5

w przeciwnym wypadku
zwro¢ Rekurencyjnie(n - 1) + 1

Zaznacz, ile razy zostanie wywotana funkcja Rekurencyjnie( ) dla obliczenia jedenastego
elementu ciagu.
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Cwiczenie 7 @
Zapoznaj sie z pseudokodem i wykonaj ¢wiczenie.

1 Rekurencyjnie(n)

2 jezeli n = 1

3 zwroc 1

4 jezeli n = 2

5 zZwroc 3

6 jezeli n = 3

7 zZwroc 2

8 w przeciwnym wypadku

9 zwroc¢ Rekurencyjnie(n - 1) + Rekurencyjnie(n - 3) - 1

Wskaz, ile razy zostanie wywotana funkcja Rekurencyjnie () dla obliczenia 6smego
elementu ciagu.

O 15
O 7
O 8

O 17



Cwiczenie 8 @

Za pomocg pseudokodu zapisana zostata funkcja realizujaca algorytm iteracyjnego

wyznaczania wartosci n-tego wyrazu ciggu. Rozwiaz przedstawiony problem, stosujac technike
rekurencyjna.

Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba naturalna; indeks elementu ciggu
Wynik:
Program wyswietla n-ty element danego ciagu.

Iteracyjnie(n)

a=2>5

dla 1 = 2, 3, .., n wykonuj
a=-a-4

zwroc a







Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Rekurencja a iteracja
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

e) obliczania wartosci elementow ciggu metodg iteracyjng i rekurencyjng, w tym
wartosci elementow ciggu Fibonacciego.

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze porownuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujac przy tym przykiady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),



Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

o Podsumujesz podstawowe informacje o iteracji i rekurenciji.

» Wyjasnisz, czy mozna zastgpi¢ rekurencje iteracja i odwrotnie.

e Przeanalizujesz i poréwnasz algorytmy rekurencyjny i iteracyjny obliczania wartosci
elementow ciggu.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;

metody aktywizujace;
burza mozgow;

mapa mysli.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»,Rekurencja a iteracja”. Uczniowie majg zapoznac si¢ z tresciami w sekcji ,,Przeczytaj”



Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekcji i kryteriow sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig swoje pomysty,
a pozostaly jakie§ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg burzy moézgoéw przypominajg sobie najwazniejsze informacije
zwigzane z iteracjg oraz rekurencjg. Chetne lub wybrane osoby podajg przyktady
problemow, ktére mozna rozwigzac tak iteracyjnie, jak rekurencyjne. Inne osoby podajg
z kolei przyklady problemow, ktore nie pozwalaja na wymienne wykorzystywanie
dwoch metod. Uczniowie zapisujg efekty burzy mozgow za pomocg mapy mysli.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Symulacja
interaktywna”. Uczniowie wspolnie analizujg symulacje interaktywng wizualizujaca
kolejne kroki algorytmu obliczania wartosci elementow ciggu za pomocg dwoch metod
- rekurencyjneji iteracyjnej. Nastepnie probujg samodzielnie wykona¢ poszczegolne
kroki dla ciggu przedstawionego w poleceniu nr 1.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Poszukiwanie najefektywniejszego rozwiazania problemu.
Uczniowie wykonuja w indywidualnie ¢wiczenia nr 1-7 z sekcji ,Sprawdz si¢”,

a nastepnie omawiajg je na forum. Nauczyciel ocenia efektywnoSc¢ zastosowanego
rozwigzania.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel pyta uczniow o to, czy po zajeciach chcg uzupetni¢ mape mysli.
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,,Sprawdz si¢”.
Wskazowki metodyczne:

e Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



