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Ztozenie funkciji f i g nazywamy ich superpozycjg. W fizyce méwimy np. o superpozycii fal,
gdy w danym o$rodku rozchodzi si¢ wiecejniz jedna fala lub o superpozycji pol
pochodzacych z réznych zrodet.

W tejlekcji bedziemy rozpoznawac funkcje wewnetrzne oraz zewnetrzne funkci
ztozonych.

Twoje cele

e Rozpoznasz funkcje wewnetrzng i zewnetrzng majac dany wzor funkciji ztozone;.
» Przedstawisz dana funkcjg jako ztozenie dwoch innych funkcii.

o Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Jezeli funkcja g odwzorowuje zbior X w zbior Y, a funkcja f odwzorowuje zbiér Y w zbior
Z, to funkcje h okreslong wzorem h(z) = f(g(z)) dla z € X nazywamy ztozeniem funkcji g
i fioznaczamy f o g.

Funkcje g nazywamy funkcja wewnetrzna funkcji f o g natomiast funkcje f nazywamy
funkcja zewnetrzng funkcji f o g.

Jezeli istnieje zlozenie funkcji f z funkcja g to jest ono wyznaczone jednoznacznie.

Przyktad 1

Przedstawmy ztozenie funkcji f(z) = z%i g(z) = 2z + 4

jako h(z) = f(g()).

Funkcja wewnetrzna to g(z) = 2z + 4, gdzie D, = Rig(D,) = R.

Funkcja zewnetrzna to f(z) = 2%, gdzie Dy = Rig(D,) C Dy.

2

Istnieje wiec zlozenie h(x) = f(g(z)), gdzie h(x) = f(g(z)) = f(2z +4) = (2z + 4)
dla kazdego z € R.

Gdy dang funkcje h traktujemy jako ztozenie dwoch funkcji f i g, to funkcje f i g nie sg
wyznaczone jednoznacznie przez funkcje h.

Przyktad 2

Funkcje h okre$lona wzorem h(z) = (2 + 4)? przedstaw jako ztozenie dwoch funkci.
Rozwiazanie:

Funkcje h(z) = (2z + 4)> mozemy zapisa¢ nastepujaco:

h(z) = 2z +4)° = (2z)° + 8(2z) + 16 =
= 42? + 162 + 16 = 4(2* + 4z + 4) = 4(z + 2)°

Wykorzystujac powyzszy zapis, otrzymujemy:

a)h(z) = 2z +4)*>,z € R.

h(z) = fi(g1(z)) = f1(2z +4) = (2z + 4)%.

Funkcja zewnetrzna to fi(z) = z?, a funkcja wewnetrzna g, (z) = 2z + 4.

b) h(z) = (2z)* + 8(2z) + 16,z € R.
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h(z) = fa(g2(2)) = fo(22) = (22)" + 8(22) + 16.
Funkcja zewnetrzna to fo(z) = 22 + 8z + 16, a funkcja wewnetrzna: go(z) = 2z.
c)h(z) = 4(z + 2)%, z € R.

h(z) = f3(g3(z)) = fa(z +2) = 4(z + 2)°.

Funkcja zewnetrzna to f3(z) = 4z?, a funkcja wewnetrzna g3(z) = x + 2.

Nie sg to wszystkie mozliwe przedstawienia funkcji f w postaci ztozenia dwoch funkciji.
Takich przedstawien jest nieskonczenie wiele.

Przyktad 3

Funkcje h okreglong wzorem h(z) = 2% —52—4

funkcii.

przedstaw w postaci ztozenia dwoch

Rozwigzanie:

h(z) = 2% 54,

D;, =R

h(z) = f(g(x)) = f(a® — bz —4) =27 774,

Funkcja zewnetrzna to f(z) = 2%, a funkcja wewnetrzna g(z) = z? — 5z — 4.

Przyktad 4

Funkcje h okreslong wzorem h(z) = log, Va? = 3z przedstaw na dwa sposoby w postaci
ztozenia dwoch funkciji.

Rozwigzanie:
Okre$lmy dziedzing funkcji h(z) = log, v &2 — 3z.
Dziedzing funkcji logarytmicznejy = log, x jest zbior R wiec:

Va2 — 3z > 0,skad 2 — 3z > 0, a nastepnie z(z — 3) > 0.




Zbiorem rozwigzan nieréwno$ci z(z — 3) > 0 jest:

z € (—00,0) U (3, +00), azatem

Dy, = (—00,0) U (3, +00).

h(z) = fi(gi(x)) = f(M) — logy V22 — 3z, & € (—o0,0) U (3, +00).

Funkcja zewnetrzna to zatem fi(z) = log, « , a funkcja wewnetrzna g;(z) = V22 — 3z.

h(z) = f2(g2(z)) = f(2* — 3z) = logy Vz2 — 3z, 2 € (—00,0) U (3, +00)

Funkcja zewnetrzna to fi(z) = log, v/, a funkcja wewnetrzna go(z) = x? — 3z.

Stownik
funkcja ztozona

funkcja h okreslona wzorem h(z) = f(g(z)) dlaz € X, gdy funkcja g odwzorowuje zbior
X w zbior Y, a funkcja f odwzorowuje zbiér Y w zbior Z



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca rozpoznawanie funkcji wewnetrznych i zewnetrznych na

podstawie wzoru funkcji ztozonych. Rozwigz zadania i sprawdz odpowiedzi.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D20xytQFy

Film pokazuje przyktadowe zadania polegajace na rozpoznawaniu funkcji wewnetrznej
i zewnetrznejna podstawie wzoru funkcji ztozonych.

Polecenie 2

Funkcje h okreslona wzorem h(z) = v 22 4 2z — 3 przedstaw w postaci ztozenia dwéch
funkcji.

Polecenie 3

Funkcje h okreslong wzorem h(a:) = (9a:2 — 6x + 1)6 przedstaw na 2 sposoby w postaci
ztozenia dwoch funkciji.



https://zpe.gov.pl/a/D2OxytQFy

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dane sa funkcje: f(z) = —2x2 oraz g(z) = 3z — 1. Wybierz wzér funkcji ztozonej

h(z) = f(g9()).
O h(z) = —6x2 -1
O h(z) = (2~ 62)°
O h(z) = —2z% — 6z + 2

O h(z) = —2(3z — 1)

Cwiczenie 2 @)

Dana jest funkcja ztozona h(x) = (8z — 4)°. Dobierz wzér funkcji zewnetrznej f(z) do
wzoru funkcji wewnetrznej g(z), tak aby h(z) = f(g(x)).

f(z) = 2? g(x) =8z —4
f(z) = 16z — 32z + 16 g9(x) =4z — 2
f(z) = 4z? g9(z) =8z

f(z) = z*> — 8z + 16 9(z) =2z



Cwiczenie 3

Dana jest funkcja ztozona k() = (2z — 6)°. Wybierz wszystkie wzory funkgji f(z) i g(z),
dla ktorych h(z) = f(g(x)).

(] f(z) =8z —216ig(z) = 2°

() f(z)=2a%ig(z) =2z —3

() f(z) =a® — 182% + 108z — 2161 g(z) = 2z
() f(z)=2*ig(z) =2z —6

Cwiczenie 4

Dana jest funkcja ztozona h(z) = (%)x _6”9. W puste miejsce wstaw odpowiednie liczby
catkowite, tak aby h(z) = f(g(x)).

flz) = (%) $2+‘ ’x—k‘ ’

f(z) = (% ‘ ’x—l—‘ ’
= = B
Cwiczenie 5

Dana jest funkcja ztozona h(z) = v/922 — 4 okre$lonadlaz € (—o0, —%) U (%, 400).
Wybierz wzory funkcji f(x) i g(z), dla ktorych h(x) = f(g(z)).

O flz) =37 g(z) = 2> —4
O f(z) = |z|; g(x) = 3z — 2
O flz) =3V g(zc):;cz_%

O flz)=vVzg(z) =9z — 4



Cwiczenie 6

Dana jest funkcja ztozona h(z) = log0’5 Vx2 — 8z + 16 . Ocen prawdziwosc¢ ponizszych

zdan.
Prawda Fatsz
Funkcja h(z) jest okreslona dla wszystkich z € R \ {4}. O O
Dla f(z) = %logoﬁ zig(x) = x® — 8z + 16 funkcja h O O
jest ztozeniem h(x) = f(g(z)).
Dla f(z) =  — 4i g(z) = logy 5| funkcja h jest O O
ztozeniem h(z) = g(f(x)).
Cwiczenie 7 @

Dana jest funkcja ztozona h(z) = 9 - (21—7)390_1. Wybierz wzory funkcji f(z) i g(x), dla
ktérych h(z) = f(g(z)).



Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcja ztozona h(z) = v/15 + 10z — 522. Prawda jest, ze:

() dia f(z) = V5bzig(z) = —2 — 2z — 3 funkgja h jest ztozeniem h(z) = g(f(z))
) dla f(z) = v/bzig(z) = 3 + 2z — 22 funkcja h jest ztozeniem h(z) = f(g(z))
() dla f(z) = vz ig(z) =5(z+ 1)(3 — z) funkcja h jest ztozeniem h(z) = f(g(z))

[ ] funkcja h(z) jest okreslona dla wszystkich z € (—oo, —1) U (3, +00)



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna
Przedmiot: matematyka

Temat: Rozpoznawanie funkcji wewnetrznych i zewnetrznych na podstawie wzorow
funkciji ztozonych.

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcije jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomoca opisu stownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na roznych przedziatach)

2) oblicza wartos$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzorow itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrodta informacji lub
kilku zrodet jednoczes$nie

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) postuguje sie ztozeniami funkciji;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

» okresla wzory funkcji zewnetrznych i wewnetrznych funckiji ztozonej,
» rozpoznaje funkcje wewnetrzne i zewnetrzne na podstawie wzordéw funkcji ztozonych,
e zzaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac sie definicja funkcji ztozone;j,



 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e metoda plakatu
 rybi szkielet

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do internetu
Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Uczniowie metodg wedrujacego plakatu przypominajg okreslenie funkciji.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, wraz z uczniami okresla kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy 4 osobowe, kazda grupa otrzymuje przyktad wzoru
funkciji ztozonej. Zadaniem kazdej grupy jest zapoznanie si¢ z animacjg, rozwigzanie
zadan pod animacja.

2. Nastepnie przedstawia kazdej z grup funkcje. W kazdej grupie tworzony jest rybi
szkielet przedstawiajgcy jak najwiekszg ilos¢ sposobow w postaci ztozenia funkciji

3. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazowek,

4. Po 10 minutach reprezentant kazdej grupy przedstawia na forum klasy efekt pracy
grupy w postaci ,rybiego szkieletu” (na gorze wzor funkciji ztozonej, po lewej stronie
funkcja zewnetrzna, po prawej - wewnetrzna),

5. Uczniowie z grup, ktore znalazly najwiecej sposobow ztozenia sg oceniani po wspolnym
omowieniu przyktadow.

6. Nastepnie uczniowie samodzielnie rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez
nauczyciela.



Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.
2. Uczniowie okreslajg co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela

wyjasnien.
Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie trzech ostatnich ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:
Definicja funkcji. Sposoby przedstawiania funkcji
Wskazowki metodyczne:

o Uczniowie mogg przeanalizowac tres¢ animacji jako prace wlasng przed lekcja.
Animacje z lekcji mozna wykorzystac jako rozszerzenie informaciji zawartych
w infografice z lekciji ,Ztozenie funkciji”

» Animacja moze zosta¢ wykorzystana jako wprowadzenie na lekcji pokazujacej funkcje
ztozone.
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