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W tym materiale skupimy si¢ na prostych, ktore przebijaja ptaszczyzne. Nazwa tutajjest
adekwatna do zjawiska i podpowiada, o jakim wzajemnym potozeniu prosteji ptaszczyzny
mowa. Omowimy tez pojecia bezposrednio z tym zagadnieniem zwigzane. Dobra ilustracjg
prostej przebijajacej plaszczyzne jest szpilka wbita w tablice korkowgq lub §ledz od namiotu
wbity w ziemi¢. Ponizej znajduje si¢ zdjecie drutu ozdobnego (nieidealna ilustracja idealnej
prostej) wbitego w styropian.



Zrédto: Gromar, licencja: CC BY 3.0.

Twoje cele

o Wyznaczysz rzut prostokatny prostej na ptaszczyzne.
o Wyznaczysz kat miedzy prostg a plaszczyzna w przestrzeni.



Przeczytaj

Przypomnijmy, ze prosta i ptaszczyzna w przestrzeni trojwymiarowej moga by¢ potozone na
jeden z trzech sposobow:

1) prosta moze leze¢ na ptaszczyznie - kazdy punkt prostejjest jednoczesnie punktem

ptaszczyzny:

2) prosta, ktora nie jest zawarta w ptaszczyznie i jest rownolegta do ptaszczyzny - prosta
i ptaszczyzna nie majg punktow wspolnych:

3) prosta moze przebija¢ plaszczyzne - prosta i ptaszczyzna majg doktadnie jeden punkt

wspolny:



Prosta moze przebija¢ plaszczyzne pod roznymi kgtami. Zaczniemy jednak od
zdefiniowania prostej prostopadlej do ptaszczyzny.

Definicja: Prosta prostopadta do ptaszczyzny

Niech punktem wspolnym prostej k przebijajacej plaszczyzne m bedzie A. Moéwimy, ze
prosta k jest prostopadta do plaszczyzny , jesli jest prostopadia do kazdej proste;j
zawartejw plaszczyznie w przechodzacej przez punkt A.

Mozna zauwazyc¢, ze jesli prosta k przebijajgca ptaszczyzne m w punkcie A, jest prostopadia
do dwoch réznych prostych lezacych w plaszczyznie 7 i przechodzacych przez A, to jest
prostopadia do ptaszczyzny 7.

Jezeli prosta k przebija plaszczyzne m, to mozemy zdefiniowac przeksztalcenie przestrzeni
zwane rzutem rownoleglym.

Definicja: Rzut rownolegty

Rzutem réwnoleglym na plaszczyzne m w kierunku prostej k nazywamy takie
przeksztalcenie przestrzeni trojwymiarowej, ktore kazdemu punktowi X tej przestrzeni
przyporzadkowuje punkt X’ plaszczyzny 7, bedacy punktem przeciecia plaszczyzny
oraz prostejrownoleglejdo k przechodzacejprzez punkt X. Plaszczyzne mw tym
przeksztalceniu nazywamy rzutnig. Jezeli punkt X lezy na rzutni, to obraz X

w rzutowaniu jest rowny X'
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Szczegolnym przypadkiem rzutu rownoleglego jest rzut prostokatny.

Definicja: Rzut prostokatny

O rzucie prostokgtnym mowimy wowczas, gdy prosta bedaca kierunkiem rzutowania jest
prostopadta do rzutni.

prosta k —kierunek rzutowania,
prosta prostopadta do rzutni
¢ X
o /
ptaszczyzna \[+A\\ ® X rzut prostokatny
- rzutnia | | punktu X
|
| |
i

Zauwazmy, ze rzutem prostokgtnym na ptaszczyzne m prostej prostopadtej do tej
plaszczyzny jest punkt.

Mozna udowodni¢, ze rzutem prostokatnym na ptaszczyzne m prostej nieprostopadiejdo
ptaszczyzny 7 jest prosta.

Ponadto:

« rzut prostokatny odcinka AB réwnoleglego do rzutni ma takg dtugosc¢ jak AB;

» rzut prostokatny kata , ktorego ramiona sg rownoleglte do rzutni, ma taka samg miare
jak kat a.
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Mozemy teraz zdefiniowac kat miedzy prosta a ptaszczyzna.
Definicja: Kat miedzy prostg a ptaszczyznag

Jezeli prosta k jest rownolegta do ptaszczyzny 7 (czyli nie ma z nig punktéw wspolnych
lub jest w niej zawarta w catosci), to przyjmujemy, ze kat miedzy k a 7w ma miare 0°.

Jezeli prosta k jest prostopadia do ptaszczyzny 7, to przyjmujemy, ze kat miedzy k a m ma
miare 90°.

Jezeli prosta k nie jest ani rownolegta, ani prostopadia do ptaszczyzny m, to kat miedzy k
a m definiujemy jako kat miedzy 7 a rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne .
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Przyktad 1

Odcinek AB ma dtugos¢ 5 i jest nachylony do ptaszczyzny 7 pod katem 30°. Obliczymy,
jaka dlugo$¢ ma rzut prostokatny odcinka A B na plaszczyzne .

Rozwigzanie

Niech A’ i B’ oznaczaja odpowiednio rzuty prostokgtne punktow A i B na plaszczyzne 7
. Poprowadzmy proste AB oraz A’B’. Zauwazmy, ze prosta A’ B’ jest rzutem
prostokatnym na 7 prostej AB.

Mozemy dorysowac prosta k rownolegly do prostej A’ B’ przechodzacg przez punkt B.
Nazwijmy punkt wspolny prostych AA’ oraz k przez C.
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Wowczas utworzony trojkat ABC jest trojkatem prostokatnym o jednym z katéw o mierze
30° oraz przeciwprostokatnej dtugosci 5.

Z wlasnosci trojkata o katach 90°,60°, 30° (ekierkowego) wynika, ze | BC| = 2,5+/3.
Poniewaz BC || B’A’, wiec |B’A’| = 2,5+/3.

Uwaga!

W powyzszym przykladzie zalozyliSmy, ze odcinek AB nie przebijat plaszczyzny 7.
Zastanow sie, jak zmienitoby sie rozwigzanie i odpowiedz na postawione pytanie, gdyby
odcinek przebijat ptaszczyzne .



Tréjwymiarowy uktad wspoétrzednych

Trzy parami prostopadte osie liczbowe przecinajace sie¢ w jednym punkcie (majgcym
wspotrzedng 0 na kazdej z osi) nazywamy trojwymiarowym ukladem wspolrzednych. Osie
nazywamy zwykle przez X, Y i Z. Punktowi przeci¢cia osi przypisujemy wspotrzedne
(0,0,0) i na kazdej z nich wybieramy zwrot i jednostke.

Jedli punkt lezy na osi X, to ma wspotrzedne (z, 0, 0), jesli lezy na osi Y, ma wspotrzedne
(0,y,0), jesli na osi Z, ma wspétrzedne (0, 0, z).

Jedli punkt lezy na ptaszczyznie wyznaczonej przez osie X i Y, to ma wspotrzedne (z, y, 0),
jesli na ptaszczyznie wyznaczonej przez osie X i Z, to ma wspotrzedne (z, 0, z), jesli na
plaszczyznie wyznaczonej przez osie Y i Z, to ma wspoétrzedne (0, y, 2).

Kazdy punkt przestrzeni trojwymiarowej ma jednoznacznie przypisane wspoirzedne, ktore
odczytujemy jako rzuty prostokatne kolejno na 0§ X, 08 Y i 0$ Z.

Przyktad 2

Na ponizszym rysunku zaznaczono punkt A o wspoétrzednych (3,4, 5), jego rzuty
prostokatne na ptaszczyzny XY, XZiY Z oraz rzutynaosie X, Y i Z.




Stownik

prosta przebijajaca ptaszczyzne

prosta, ktora ma z dang ptaszczyzng doktadnie jeden punkt wspolny
prosta prostopadta do ptaszczyzny

prosta k przebijajaca ptaszczyzne m w punkcie A jest prostopadia do ptaszczyzny m, gdy
jest prostopadia do kazdej prostej zawartej w m przechodzacej przez A

rzut prostokatny

rzutem prostokatnym na plaszczyzne m nazywamy takie przeksztatcenie przestrzeni
trojwymiarowej, ktore dowolnemu punktowi X przyporzadkowuje taki punkt X’
nalezacy do , ze prosta X X’ jest prostopadia do 7

kat miedzy prosta, a ptaszczyzna
1) jezeli prosta k jest rownolegla do ptaszczyzny m, to kat miedzy nimi jest rowny 0°;
2) jezeli prosta k jest prostopadla do ptaszczyzny , to kat miedzy nimi jest rowny 90°;

3) jezeli prosta k jest przebija plaszczyzne T, ale nie jest do niej prostopadia, to kat miedzy
nimi jest rowny katowi miedzy 7 a rzutem prostokatnym k na




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w prezentacji multimedialnej. Na ich podstawie rozwigz test

z polecenia 2.

Polecenie 2

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Kat miedzy prosta k przebijajaca ptaszczyzne m w punkcie A a ta
ptaszczyzng jest rowny katowi miedzy k a dowolng prostg zawarta w
przechodzaca przez A.

() nigdy

() czasami

() zawsze




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz w pary pojecie i jego definicje.

prosta rownolegta do ptaszczyzny

kierunek rzutowania

prosta prostopadta do ptaszczyzny

prosta przebijajgca ptaszczyzne

rzutnia

prosta, ktéra ma z ptaszczyzna
nieskonczenie wiele punktow
wspolnych lub nie ma z tg ptaszczyzna
zadnego punktu wspdlnego

prosta, ktérej rzut prostokatny na
ptaszczyzne jest punktem

ptaszczyzna, na ktéra rzutujemy

prosta, ktéra ma z ptaszczyzna
doktadnie jeden punkt wspélny

prosta, wzdtuz ktorej rzutujemy



Cwiczenie 2

Rozwazmy rzut prostokatny w przestrzeni tréjwymiarowej na pewnga ptaszczyzne. Ocen
prawdziwosc¢ ponizszych zdan i wskaz wszystkie zdania prawdziwe.

Obrazem prostej w rzucie prostokatnym moze by¢ potprosta.

Obrazem prostej w rzucie prostokatnym moze by¢ punkt.

Obraz odcinka AB w rzucie prostokatnym moze by¢ krétszy niz odcinek AB.

Obrazem odcinka w rzucie prostokatnym zawsze jest odcinek.

Obrazem prostej w rzucie prostokatnym zawsze jest prosta.

o o 0o o o d

Obraz odcinka AB w rzucie prostokatnym moze by¢ dtuzszy niz odcinek AB.

O Obraz odcinka AB w rzucie prostokatnym moze mie¢ taka samg dtugosc jak
odcinek AB.

Cwiczenie 3

Bok AB tréjkata ABC zawarty jest w ptaszczyznie i ma dtugoéc¢ 3+/3. Bok BC jest
prostopadty do ptaszczyzny 7 i ma dtugosc 9. Pod jakim katem bok AC tego tréjkata jest
nachylony do ptaszczyzny w?

Cwiczenie 4

Odcinek AB ma dtugos$¢ 6 i jest nachylony do ptaszczyzny  pod katem 60°. Oblicz, jaka
dtugo$¢ ma rzut odcinka AB na ptaszczyzne .



Cwiczenie 5

Rozwiaz test. Wskaz poprawng odpowiedz.

Dany jest odcinek
o dtugosci 12, ktory jest

nachylony do ptaszczyzny 7

pod katem 45°. Jaka jest

dtugos¢ rzutu tego odcinka

na ptaszczyzne ©?
12
vz O
12 O
12v2 O

Cwiczenie 6

Narysuj rzut prostokatny:

Dany jest odcinek
o dtugosci 12, ktory jest
nachylony do ptaszczyzny w
pod katem 30°. Jaka jest
dtugosc rzutu tego odcinka
na ptaszczyzne 7?

6 O
6v3 O
12 O

a) ostrostupa prawidtowego trojkatnego,

b) ostrostupa prawidtowego czworokatnego,

na ptaszczyzne zawierajacg podstawe tego ostrostupa.

Cwiczenie 7

Dany jest odcinek
o dtugosci 12, ktéry jest
nachylony do ptaszczyzny m
pod katem 60°. Jaka jest
dtugosc rzutu tego odcinka
na ptaszczyzne 7?

6 O
6v3 O
12 O

@

Przeanalizuj katy ptaskie wystepujace w ostrostupach z poprzedniego zadania oraz ich rzuty
prostokatne na ptaszczyzny zawierajgce podstawy tych ostrostupéw. Odpowiedz na ponizsze

pytania.

Obraz kata ptaskiego w rzucie prostokatnym moze miec
miare wieksza niz ten kat.

Obraz kata ptaskiego w rzucie prostokatnym moze miec
miare mniejsza niz ten kat.

Obraz kata ptaskiego w rzucie prostokagtnym moze miec
taka sama miare jak ten kat.

Fatsz

O O

Prawda

O O

O O



Cwiczenie 8 @

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Pytanie Odpowiedzi
Rzut prostokatny punktu
A=(3,2,1)na
ptaszczyzne XY ma (0,2,1) Q (3,0,1) Q (3,2,0) Q
wspotrzedne:

Rzut prostokatny punktu
A=(3,2,1)na
ptaszczyzne X Z ma
wspotrzedne:

0,2,1) O (3,0,1) (O (3,2,0) O

Rzut prostokatny punktu
A=(3,2,1)na
ptaszczyzne Y Z ma
wspotrzedne:

0,2,1) O (3,0,1) O (3,2,0) O

Rzut prostokatny punktu A
na ptaszczyzne XY ma
wspdtrzedne (—3,4,0). (—3,4,4) () (0,4,-3) [ (—3,4,—-4) ()
Punkt A moze mieé
wspotrzedne:

Rzut prostokatny punktu A
na ptaszczyzne XZ ma
wspotrzedne (—3,0,—5). | (-3,0,—5) (] (-3,1,—-5) () (-3,—-1,-5) (]
Punkt A moze mieé
wspotrzedne:



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prosta przebijajaca plaszczyzne

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolno$ci proste
prostopadle nieprzecinajace si¢;

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzng oraz pojeciem kata
dwusciennego miedzy potptaszczyznami;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza rzut prostokatny prostejna ptaszczyzne.
e wyznacza kat miedzy prostg, a ptaszczyzna w przestrzeni.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
» metoda przypadkow;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Prosta przebijajgca ptaszczyzne” i celow lekcii.
Okreslenie wigzacych dla uczniow kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj” metodg tekstu przewodniego.
Po zapoznaniu si¢ z kazdym z przykladow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktoére omawiane sg na forum klasy.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z treScig materialu w sekcji ,Prezentacja
multimedialna” Nastepnie na forum klasy wspoélnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 1-7 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwiazaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel przypomina temat zajec: ,Prosta przebijajaca plaszczyzne” i podsumowuje
przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Prosta przebijajaca ptaszczyzne”).



Materialy pomocnicze:
Punkty, proste i plaszczyzny w przestrzeni
Wskazowki metodyczne:

Analize prezentacji multimedialnej, wykonanie polecen z nig zwigzanych nauczyciel moze
zadac jako prace domowg
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