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Wiemy, ze wielomian stopnia n ma co najwyzejn pierwiastkow rzeczywistych
uwzgledniajgc ich krotnosci - to znaczy, ze suma krotnosci wszystkich pierwiastkow
wielomianu nie moze przekroczy¢ liczby n.

Matematyka jest naukg rozwijajacg si¢ praktycznie niemal od poczatkow ludzkosci.
Rozwijata sie i rozwija w roznych tradycjach, kulturach, miejscach. Jest uprawiana przez
ludzi postugujacych sie roznymi jezykami, zwyczajami, konwencjami zapisu. Jest bardzo
Scista i precyzyjna, ale ze wzgledu na owe naleciatosci kulturowe pojawiaja si¢ czasem
pewne niejasnosci, wynikajgce np. z przyjmowania roéznych definicji kluczowych pojec. Tak
jest chocby ze zbiorem liczb naturalnych - w zaleznosci od przyjetej definicji najmniejszg
liczbg naturalng jest 0 lub 1 (w polskiej szkole niemal powszechnie obowigzuje umowa, ze 0
nalezy do zbioru liczb naturalnych).

Podobna niescistos¢ moze si¢ zdarzy¢ przy liczeniu pierwiastkow wielomianu. Rozwazmy
wielomian W (z) = (z — 1)°. Rownanie (z — 1)> = 0 ma jedno rozwigzanie rzeczywiste -
liczbe 1. Zatem 1 jest pierwiastkiem wielomianu W (z). Ale ile ten wielomian ma
pierwiastkow? Niektorzy powiedza, ze jedynym pierwiastkiem tego wielomianu jest 1, ale
za to jest to pierwiastek potrojny. Niektorzy zas uznajg, ze wielomian ma trzy jednakowe
pierwiastki, kazdy z nich wynosi 1.



Dobrze, gdy autorzy zadan pamietajg o tych watpliwosciach i formutujg pytania w ten
sposob, by unikna¢ niejednoznacznosci. W wielu konkursach nie mowi sie na przyklad

o liczbach naturalnych, ale o liczbach catkowitych nieujemnych lub o liczbach catkowitych
dodatnich. Podobnie przy wielomianach - zamiast zapytac¢, kiedy wielomian ma dwa
pierwiastki rzeczywiste lepiej pytanie doprecyzowac pytajac o dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste. Autorzy arkuszy maturalnych staraja si¢ tak zredagowac zadania, by nie
pozostawia¢ miejsca na takie watpliwosci i roézne interpretacje.

Twoje cele

o Zastosujesz rozne metody prowadzgce do znalezienia wszystkich, albo przynajmnie;j
niektorych pierwiastkow wielomianu.
» Poznasz wzory wigzace wspotczynniki wielomianu i jego pierwiastki, bedace

uogolnieniem znanych z funkcji kwadratowej wzorow Viete’a.



Przeczytaj

W kolejnych przyktadach pokazemy zastosowania roznych metod wyszukiwania
pierwiastkow rzeczywistych wielomianu.

Przyktad 1
Wyznacz pierwiastki wielomianu W (z) = 5v/7z + 3v/2.
Rozwigzanie

Jest to wielomian pierwszego stopnia, wigc dla wyznaczenia jego pierwiastka (jako
wielomian pierwszego stopnia ma jeden pierwiastek) wystarczy rozwigzac proste
rownanie liniowe

5vV7z + 3v2 = 0.

Pierwiastkiem wielomianu jest rozwigzanie tego rownania, czyli liczba

1 57 35 -
Przyktad 2

Wyznacz pierwiastki wielomianu W (z) = 7% — 6+/2z + 2.
Rozwigzanie

Jest to wielomian drugiego stopnia, czyli dla wyznaczenia jego pierwiastkoOw wystarczy
rozwigzac¢ rownanie kwadratowe
722 — 62z +2 = 0.

Obliczamy wyréznik
A=172—-56=16.

A > 0, wielomian ma wiec dwa rozne pierwiastki
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Przyktad 3

Wyznacz pierwiastki wielomianu W(z) = 8z3 — 362 + 54x — 27.
Rozwigzanie

Jest to wielomian trzeciego stopnia. Jako wielomian stopnia nieparzystego musi mie¢ co
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Liczba wszystkich pierwiastkow rzeczywistych
z uwzglednieniem ich krotnosci nie moze przekroczyc¢ 3.
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Analizujac kolejne wyrazy wielomianu, mozna zauwazy¢ wzor skroconego mnozenia na
szeScian roznicy

3
W(z) = (22 — 3)".

Wystarczy zatem rozwigza¢ rownanie
(2¢ —3)° = 0.

Wielomian ma pierwiastek potrojny
e — o 3
T — Lo — T3 — 5 -

Przyktad 4
Wyznacz pierwiastki wielomianu W (z) = z® + 522 + v2z + 5v/2.
Rozwigzanie

Jest to wielomian trzeciego stopnia. Jako wielomian stopnia nieparzystego musi miec co
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Liczba wszystkich pierwiastkow rzeczywistych
z uwzglednieniem ich krotnosci nie moze przekroczyc¢ 3.

Szukamy rozwigzan rownania
2® 4 522 + 2z + 5v2 = 0.

Zauwazmy, ze sktadniki wielomianu mozna pogrupowac
2?(x +5) +v2(z +5) =0
(33+5)(:132 +\/§) = 0.

Jedynym rozwiazaniem rzeczywistym tego réwnania jest (—5). Czynnik 2 + /2 jest (w
liczbach rzeczywistych) nierozktadalny.

Wielomian ma jeden pierwiastek rzeczywisty z1 = —5.

Przyktad 5

Wyznacz pierwiastki wielomianu W (z) = 6> + 112* — 31z + 14.

Rozwigzanie

Jest to wielomian trzeciego stopnia. Jako wielomian stopnia nieparzystego musi mie¢ co
najmniejjeden pierwiastek rzeczywisty. Liczba wszystkich pierwiastkow rzeczywistych
z uwzglednieniem ich krotnosci nie moze przekroczyc¢ 3.

Sprawdzmy, czy wielomian W (z) ma jaki$ pierwiastek catkowity. Zgodnie
z twierdzeniem o pierwiastkach catkowitych wystarczy przeanalizowac catkowite
dzielniki wyrazu wolnego 14.



tatwo zauwazymy, ze
W({l1)=6+11-31+14=0.

Zgodnie z twierdzeniem Bézouta wielomian jest podzielny przez  — 1. Po wykonaniu
dzielenia (np. za pomoca schematu Hornera) mozemy zapisa¢ rOwnanie z uzyciem
postaci iloczynowej

(z —1)(62* 4+ 17z — 14) = 0.

Za pomocg wyroznika A szukamy miejsc zerowych trojmianu kwadratowego
6x2 + 17z — 14.

Po obliczeniach uzyskujemy liczby —% i %

Zatem wielomian W (x) ma trzy pierwiastki rzeczywiste

_ __=" _ 2
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Przyktad 6
Wyznacz pierwiastki wielomianu W (z) = 42? — 423 — 72? + 8z — 2.
Rozwigzanie

Jest to wielomian czwartego stopnia, moze mie¢ wi¢c co najwyzej cztery pierwiastki
rzeczywiste, z uwzglednieniem ich krotnosci.

Analizujgc dzielniki wyrazu wolnego (czyli liczby 1, +2) mozemy zauwazy¢, ze
wielomian nie ma pierwiastkow catkowitych.

Korzystajgc z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych, mozemy szuka¢ pierwiastkow
wielomianu wsrod liczb :I:%, :I:%.

W(3) = 4 L —4.-1L-7-2+8-1—2=0,czyli wielomian W(z) jest podzielny
przez x — 7. Mozemy to dz1elenie wykona¢ dowolng metoda.

Szukamy wiec rozwigzan rownania
(z — %) (4a® — 222 — 8z +4) = 0.

Wielomian w nawiasie mozemy sprowadzi¢ do postaci iloczynowejza pomoca
grupowania

(z— 5)(22%(2z — 1) —4(2z — 1)) =0

(z —%) 20 — 1)(20° —4) =0

4z — 1)} (22 -2) =0

Po uzyciu wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow mamy zapis

4z~ 1)’ (2= v2) (2 + v2) =0.
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Wielomian ma zatem pierwiastek podwojny 1 = 2 = % oraz dwa pierwiastki
jednokrotne x5 = v/2, z, = —V/2.

Przyktad 7
Wyznacz pierwiastki wielomianu W (z) = z* — 223 + 3z% — 2z + 2.
Rozwigzanie

Jest to wielomian czwartego stopnia, moze mie¢ wigc co najwyzej cztery pierwiastki
rzeczywiste, z uwzglednieniem ich krotnosci.

Korzystajgc z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych, mozemy zauwazyc¢, ze jesli
wielomian ma pierwiastek wymierny, to musi to by¢ catkowity dzielnik liczby 2.

Po sprawdzeniu wartosci wielomianu dla liczb £1, +2 wiemy, ze wielomian W (z) nie ma
zadnych pierwiastkow wymiernych.

Szukamy rozwigzan rownania
zt — 223+ 322 — 22 +2=0.

Wiemy z twierdzenia o postaci iloczynowej wielomianu, ze wielomian ten musi si¢ dac¢
zapisa¢ w postaci iloczynu czynnikow stopnia co najwyzej drugiego.

Sprobujmy pogrupowac wyrazy wielomianu
(z* —22% +222) + (22 — 22 +2) =0
m2(x2—2w—|—2) + (x2—2w+2) =0

(332 —2:13-1—2)(3024—1) = 0.

Zauwazmy, ze oba uzyskane wielomiany drugiego stopnia nie maja pierwiastkow
rzeczywistych, zatem wielomian W (z) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Tych kilka przyktadow pokazuje pare metod, ktore mozemy zastosowac szukajgc
pierwiastkow wielomianu. Nie ma natomiast ogélnej metody pozwalajgcej wyznaczy¢

wszystkie pierwiastki kazdego wielomianu. Czasem bedzie to zadanie bardzo proste,

czasem nieco skomplikowane, a w wielu przypadkach niewykonalne. Ta ostatnia sytuacja
nie bedzie jednak dotyczy¢ zadan szkolnych czy maturalnych - tam wielomiany sg tak
dobrane, by - jesli autor zadania polecit wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu - dato si¢ to

wykonac w jaki$ sposob.

Stownik

liczba pierwiastkéw wielomianu
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» wielomian stopnia n ma co najwyzejn pierwiastkow rzeczywistych
z uwzglednieniem ich krotnosci (pierwiastki wielokrotne liczymy tyle razy, ile
wynosi ich krotnosc¢)

» wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniejjeden pierwiastek rzeczywisty

pierwiastek wielomianu

dla wielomianu W (z) jednejzmiennej x to liczba x taka, ze W(zg) = 0

twierdzenie Bézouta

liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (z)
dzieli si¢ przez dwumian & — a bez reszty.

twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych

dany jest wielomian W (z) = a,z" + ap,_12" ' + ... + a1z + ag, w ktorym wszystkie
wspotczynniki a,, a1, . . ., a1 i g s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 01iay # 0.
Jezeli liczba wymierna % zapisana w postaci utamka nieskracalnego, w ktorym liczby pi g
sg catkowite jest pierwiastkiem wielomianu W (z), to p jest dzielnikiem (dodatnim lub
ujemnym) wyrazu wolnego ao, zas q jest dzielnikiem wspolczynnika a,, przy najwyzszej
potedze zmiennej



Galeria zdje¢ interaktywnych

Jezeli wielomian stopnia n ma n pierwiastkow (z uwzglednieniem ich krotnosci), to
zwigzek miedzy pierwiastkami wielomianu a jego wspotczynnikami opisuja znane nam juz
z funkcji kwadratowej wzory Viete'a.

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, wprowadzajaca zaleznos$ci analogiczne do
znanych ci z funkcji kwadratowej wzoréw Viéte'a dla wielomianéw trzeciego i czwartego

stopnia.

Polecenie 2

Wykorzystujgc twierdzenie Bézouta i wzory Viéte'a, zapisz podane wielomiany w postaci
iloczynowej.

o F(z)=2%+4xz 21

o G(z) =23 —3z> 62 +8

o H(z)=2z*+42® — 72> — 222 + 24



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest wielomian czwartego stopnia W (z), w ktérym wspétczynnik przy z*
wynosi 1. Wiadomo, Ze pojedynczymi pierwiastkami wielomianu sa liczby 3 i (—2), za$ 4 jest
pierwiastkiem krotnosci 2. Wskaz ten wielomian.

xt — 23 + 522+ 22 — 24
xt — 23 —5x?2 —2x + 24
z* — 923 + 182% + 322 — 96

2+ 2 — 522 — 22+ 24

o o O O O

zt +92% — 1822 — 322 + 96
O 2t + 2% +52% +22—24
Cwiczenie 2 o

Wiadomo, Ze liczba 2 jest pierwiastkiem pieciokrotnym wielomianu W(ac) o wspotczynnikach
catkowitych.

Kolorem zielonym zaznacz zdania prawdziwe. Kolorem czerwonym oznacz zdania fatszywe.

o {prawda}W (x) musi by¢ wielomianem stopnia co najmniej pigtego.{/prawda}
o {falsz}Wyrazem wolnym wielomianu W (z) musi by¢ liczba 32.{/fatsz}
o {prawda} Wielomian W (zx) musi by¢ podzielny przez wielomian z? — 4z + 4.

{/prawda}




Cwiczenie 3 ¢

Dany jest wielomian W (z) = z!'! — 227 + z3.
Ustaw we wtasciwej kolejnosci zapis obliczen prowadzacych do wyznaczenia pierwiastkow
tego wielomianu.

gl — 227 + 23 =0 $
0 jest pierwiastkiem trzykrotnym, a (—1) i 1 to pierwiastki dwukrotne wielomianu R
W (z). v
a:3(3:8—2334+1)=0 =
z3 (m4 — 1)2 =0 v
:c?’(a:—l)z(:v+1)2(m2—|—1)2:0 $
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Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu W (z) = z¢ — z* — 223 + 2z.
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Cwiczenie 5

Wskaz wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu W(z) = 623 — ba? — 3z + 2.
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Cwiczenie 6

Dla kazdego wielomianu wskaz jego pierwiastki rzeczywiste.

3zt + 222 +1

4] 2 \—1 —3] —2]

—4] 1

Ten wielomian nie ma

4 3 2
—3z" + 182° — 9z° — 78x + 72 pierwiastkow rzeczywistych

3]

—2z* + 1822 — 8z — 24

2z + 1623 + 342 + 16 + 32




Cwiczenie 7

Dane s3 wielomiany

F(z) = :z:4 + 43 — Tx? — 34z — 24
. G(a:) =zt + 322 — 4
« H(z) = w — 1022 +9
. P(z) = z* — 1023 + 352 — 50z + 24
. Qz) = zt 4+ 223 —z —2
Zaznacz w tabeli pierwiastki kazdego wielomianu.
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Cwiczenie 8

Dany jest wielomian
W(z) = 3z* — 162 + az® + bz + c.

Wiadomo,ze liczba 1 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu W (z).

Podaj wartosci parametréw a, bi c.
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Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wyznaczanie pierwiastkow wielomianu réznymi metodami

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy

Uczen:

4. rozklada wielomiany na czynniki metodg wylaczania wspoélnego czynnika przed nawias
oraz metodg grupowania wyrazéw, w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu W(z) = 223 — /322 + 4z — 24/3

5. znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspotczynnikach catkowitych;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto

1. znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspotczynnikach
catkowitych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:

Uczen:



 opisuje metody prowadzace do znalezienia wszystkich albo przynajmniej niektorych
pierwiastkow wielomianu.

 stosuje wzory Viete’a wigzace wspotczynniki wielomianu i jego pierwiastki, bedace
uogolnieniem znanych wzorow z funkcji kwadratowe;.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e drzewo pomystow;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Nauczyciel prosi uczniow, aby w domu przypomnieli sobie sposoby wzory Viete’a dla
funkcji kwadratowe;j.

Faza wstepna:

» Uczniowie przypominaja wspolnie znane im wzory Viete'a dla funkcji kwadratowejiich
zastosowania.

» Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

» Uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach 4-osobowych zapoznajg si¢ z przyktadami zawartymi w sekciji
~Przeczytaj’. Ich zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero
nastepnie poréwnanie jego rozwigzania.



2. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczaja przykiady. Po prezentacji prac
grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

3. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z przyktadami w galerii zdje¢ iteratywnych,
zwracajac uwage na zaleznosci analogiczne do znanych z funkcji kwadratowej wzorow
Viete’a dla wielomianow trzeciego i czwartego stopnia. Zapisuja ewentualne pytania
dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie ktorej
nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne numer 4 - 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy
uczniow.

2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwini¢cie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem sie ...

Praca domowa:
» Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne numer 1 - 3 z sekcji ,,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:
Wielomiany
Wskazowki metodyczne:

o Galeri¢ zdje¢ interaktywnych mozna wykorzystac jako materiat, stuzgcy powtorzeniu
materialu przed sprawdzianem.


https://epodreczniki.pl/a/wielomiany/D1H8FnxqP

