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Wykresy funkcji mozna przeksztatca¢ wzgledem réznych prostych, w tym osi uktadu
wspotrzednych. Okazuje sie¢, ze po przesunigciu wykresu funkcji logarytmicznejwzgledem
osi rzednych, zmieniajg si¢ rozne wilasnosci tej funkcji. Podczas lekciji, po zapoznaniu

z czgeScig teoretyczng, bedziemy rozwigzywac ¢wiczenia interaktywne, bazujac na
podanych przyktadach.

Twoje cele

o Okreslisz wlasno$ci wykresu funkcji logarytmicznej po przesunieciu wzdtuz osi
rzednych.

e Sprawdzisz, czy punkt o podanych wspoétrzednych nalezy do wykresu funkcii.

» Zastosujesz poznang wiedze do rozwigzywania probleméw matematycznych.




Przeczytaj

Funkcjg logarytmiczng nazywamy funkcje okre$long wzorem f(z) = log, =, gdzie
a€ (0,1)U(1,00) oraz z > 0.

W trakcie lekcji omowimy wlasnosci oraz bedziemy szkicowac wykresy funkciji
logarytmicznych po przesunieciu ich w gore lub w dot wzdtuz osi rzednych ukladu
wspotrzednych.

Naszkicujmy wykresy funkcji zadanych wzorami f(x) = logs  oraz g(x) = logz  — 1.

W tym celu w tabeli przedstawmy wartosci tych funkcji dla kilku argumentow.
Argumenty i Wartosci Funkcji

x » 1 3

f(z) -1 0 1 2
Argumenty i Wartosci Funkcji

1
z 1 1 3 9

9(x) —2 -1

Wykresy naszkicujemy w jednym uktadzie wspotrzednych.

Zauwazmy, ze wykres funkcji g moglibySmy otrzymac¢ po przesunieciu wykresu funkcji fo 1
jednostke w dot wzdtuz osi Y uktadu wspotrzednych.

Korzystajac z wykresow, poréwnamy wiasnosci funkcji fi g:



« funkcje fi g maja te same dziedziny oraz takie same zbiory wartosci,

« funkcje fi g sa rosnace i r6znowarto$ciowe,

» asymptotg wykresow funkciji jest prosta z = 0,

e miejscem zerowym funkcji f jest 1, a miejscem zerowym funkciji g jest 3,
e f(z)<0dlaz € (0,1),g(z) <0dlaz € (0,3),

e f(z)>0dlaz € (1,00),g(z) >0dlaz € (3,00).

Przy przeksztatceniu f(z) + g wykresu funkcji logarytmicznej okres$lonej wzorem
f(z) = log, « zmienia si¢ miejsce zerowe funkcji oraz zbiory argumentéw, dla ktorych
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie lub ujemne.

Jezeli mamy dane wspotrzedne punktu, ktory nalezy do wykresu funkcji logarytmicznej, to
mozemy znalez¢ wzor, za pomocg ktérego ta funkcja jest okreslona.

Przyktad 1

Wiadomo, ze punkt o wspoétrzednych (9, —1) nalezy do wykresu funkcji okreslone;
wzorem f(z) = log1 z +¢.
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Wyznaczymy wzor tej funkcji oraz wartos¢ funkciji dla argumentu
W celu wyznaczenia wartosci g rozwiazemy réwnanie:

-1 = log% 9+ q.

Z rébwnania otrzymujemy, ze ¢ = 1, zatem wzor funkcji jest postaci f(z) = logg = + 1.
Obliczamy f(z%) = logs % +1=-3+1=-2

Przyktad 2

Dana jest funkcja okre$lona wzorem f(z) = log, = z. Niech g(z) = f(x) + 3. Obliczymy
wartosci funkcji g dla argumentow: %, 5, 25, 5/5.

Zauwazmy, ze funkcja g wyraza sie wzorem g(x) = log /5% + 3, zatem:
g(%) zlog\/g%—l—3: —4+3=-1

g(5) =log,55+3=2+3=5

9(25) =log 725 +3=4+3=7

9(5\/5) —log 55v5+3=3+3=6.

Przyktad 3
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Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okreslonejwzorem f(z) = log, = + gq.
Wyznaczymy wzor tej funkcij.
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Z rysunku mozemy odczyta¢, ze nalezg do niego punkty o wspotrzednych: (2, 3) i (4,4).
Po podstawieniu wspotrzednych tych punktow do wzoru funkcji, mamy rownania:

4 =log,4 + qorazoraz 3 = log, 2 + q.

Réwnania przeksztatcamy do postaci a7 = 4 oraz a®>~ 7 = 2.

Po podzieleniu tych réwnan stronami mamy, ze a = 2, zatem 2477 = 4, czyli ¢ = 2.

Wzor funkcji zapisujemy w postaci f(z) = logy = + 2.

Majac dany wykres funkcji logarytmicznej po przesunieciu wzdtuz osi rzednych, mozemy
odczyta¢ rozne wilasnosci tej funkcii.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okreélonejwzorem f(z) = log 1 —2.
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Wyznaczymy:

a) miejsce zerowe tej funkcii,

b) argument dla ktérego funkcja przyjmuje warto$¢ —2,

c) warto$¢ funkgeji dla argumentu 25.

Rozwigzania:

a) w celu wyznaczenia miejsca zerowego rozwigzemy rownanie:

0:10g%w—2,zatema:: 2—15

b) z wykresu tej funkcji mozemy odczyta¢, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ —2 dla
argumentu 1,

c) obliczamy f(25) = log125-2=-2-2=—4
Ciekawostka

Jezeli mamy naszkicowac¢ wykres funkciji bedacejlogarytmem iloczynu lub ilorazu, to
mozemy postuzy¢ sie przesunieciem.

Przyktad 5

Jak przeksztatci¢ wykres funkcji okreslonejwzorem f(z) = log x, aby otrzyma¢ wykres
funkcji okreslonejwzorem g(z) = log(+%5)?

Zauwazmy, ze wzOr funkcji g mozemy zapisa¢ w postaci:



g(z) =log(<%) = logz — log 100 = logz — 2
Zatem, zeby otrzymac¢ wykres funkcji g nalezy wykres funkcji f przesuna¢ o 2 jednostki
w dot.
Stownik
funkcja logarytmiczna
funkcja okreslona wzorem f(x) = log, z, gdzie a € (0,1) U (1,00) orazz > 0
przeksztatcenie wykresu funkcji f(z) + ¢

przesuniecie wykresu funkcji f(x) o g jednostek w gore (g > 0) lub o g jednostek w dot (
q<0)




Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet, a nastepnie zaobserwuj, jak zmienia sie potozenie wykresu oraz wtasnosci
funkcji logarytmicznej przy przesunieciu tego wykresu w gore lub w dot wzdtuz osi Y uktadu
wspotrzednych.

Polecenie 2

Wiadomo, ze do wykresu funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem f(z) = log, x + g nalezy
punkt o wspotrzednych (%, —2).

a) Wyznacz wzor tej funkcji.
b) Naszkicuj wykres tej funkcji.

c) Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci wieksze od 3.




Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okre$lonej wzorem f(z) = log% T+ 2.

Uzupetnij zdania.

Do wykresu funkcji nalezy punkt o wspoétrzednych (4,

Miejscem zerowym jest liczba ’

Funkcja przyjmuje wartos$ci mniejsze od 2 dla argumentéw wiekszych od ‘




Cwiczenie 2 @)
Wykres funkcji okreslonej wzorem f(x) = logs « przesunieto o 2 jednostki w dét i otrzymano
wykres funkcji okre$lonej wzorem g(x) = logs  + q. Wtedy:

O ¢=3
O g=-2

O ¢g=2

Cwiczenie 3
Przyporzadkuj wtasnosci odpowiednim funkcjom.

Wtasnosci funkcji okreslonej wzorem
f(z) =logyx — 1:

dla argumentu 4 funkcja
przyjmuje wartos¢ 1

dla argumentu 4 funkcja
przyjmuje wartosc¢ 4

Witasnosci funkcji okreslonej wzorem

f) =1 5 miejscem zerowym funkcji jest
r) = logyx + 2:

. 1
liczba T

funkcja przyjmuje wartosci
dodatnie dla argumentow
wiekszych od %

funkcja przyjmuje wartosci
dodatnie dla argumentow
wiekszych od 2

miejscem zerowym funkcji jest
liczba 2




Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okre$lonej wzorem f(z) = logs « + 2. Wskaz
zdanie prawdziwe.
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Wskaz zdanie prawdziwe.

() Dlaargumentéw mniejszych od 3 funkcja przyjmuje wartosci wieksze od 3.
. . . . 1
() Miejscem zerowym jest liczba 5

Wykres mozemy otrzymac poprzez przesuniecie wykresu funkcji okreslonej wzorem
y = logs = 0 2 jednostki w gore.

O



Cwiczenie 5

Potacz wzér funkcji g z odpowiadajagcym mu przesunieciem wykresu funkgji f.

) = Ty 5542 przesuniecie wykresu funkcji
g\T) = 1084 f(z) = log, « o 1 jednostke w gore
B przesuniecie wykresu funkcji
9(z) =logyz — 1 f(x) = log, = o 1 jednostke w dot
przesuniecie wykresu funkcji
g9(z) =log,xz+1 f(z) = log, = o 2 jednostki w dot

przesuniecie wykresu funkcji

9(z) =logyz — 2 f(z) = log, x o 2 jednostki w gére

Cwiczenie 6

Okreslmy funkcje f wzorem f(z) = log, /5 x. Niech g(z) = f(z) — 1. Wstaw odpowiednie
wartosci funkgji g.
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Cwiczenie 7
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okreslonej wzorem f(z) = log .z = + 2.
3

Y

Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

Funkcja przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentéw mniejszych od 3.

Dla argumentu 9 funkcja przyjmuje wartos¢ —2.

O O o

Do wykresu funkcji nalezy punkt o wspétrzednych (2, 1).

[ ] Do wykresu funkcji nalezy punkt o wspétrzednych (1,2).

Cwiczenie 8
Dla funkcji okreslonej wzorem f(z) = log,  — 1 wyznacz:
a) miejsce zerowe,

b) argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci mniejsze od —1.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasnosci funkcji f(z) + ¢, gdzie f(z) = log, =

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» odkrywa wiasnosci wykresu funkcji logarytmicznej po przesuni¢ciu wzdtuz osi
rzednych uktadu wspotrzednych;

e sprawdza, czy punkt o podanych wspoétrzednych nalezy do wykresu funkcji
logarytmicznej;

 laczy wzor funkcji logarytmicznej z wlasnosciami jej wykresu.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa kierowana;



 objaSnienie nowejwiedzy.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Wykres i wlasnosci funkcji f(z) + ¢, gdzie
f(z) = log, =", wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia
numer 1i 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje si¢ do
nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Wykres i whasnosci funkciji f(z) + g,
gdzie f(x) = log, " i inicjuje krotkg rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie
uczniowie nauczyli? Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to

potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

» Uczniowie w parach przygotowuja po 3 zadania z rozwigzaniami do przerobionego
materiatu. Na kolejnejlekcji przedstawiajg swoje pomysty.

Materialy pomocnicze:
Wykresy funkciji specjalnych i ich wtasnosci
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat z czesci ,Aplet” do pracy przed
lekcja. Uczniowie mogg zapoznac si¢ z jego trescia i przygotowac do pracy na zajeciach
tak, zeby samodzielnie rozwiazywac¢ zadania. W tym celu powinni przypomniec¢
wiadomosci na temat przesuni¢cia wykresu funkcji wzdtuz osi rzednych oraz
podstawowe wiasnosci funkcji logarytmiczne;j.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-funkcji-specjalnych-i-ich-wlasnosci/DOnaHrx1v

