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Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Na poczatek wierszyk Jana Brzechwy Sum, ktory zapewne pamietasz z dziecinstwa.
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Krzyczal wiec na cate skrzele:

— Do mnie, mtodzi przyjaciele!

W dni powszednie i w niedziele o
Sum pospolity

. . . . Zrédto: Florian Dieter, dostepny w internecie:
Na zyczenie mnoze, leelﬁ, commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.
Odejmuje i dodaje
I pomytek nie uznaje!

Kazdy mogt wiec przyjs¢ do suma



[ zapytac: - jaka suma?

Zapewne domyslasz si¢, ze tematem tego materiatu bedzie suma. Summa summarum -
bedziemy tworzyc¢ i oblicza¢ sumy wyrazow ciggow liczbowych.

W materiale spotkasz tez symbol ,sigma”, ktorego znajomos¢ wykracza poza zakres
podstawy programowej. Ten element materialu mozesz potraktowac wiec jako mite
urozmaicenie.

Twoje cele

e Zapiszesz roznymi sposobami sume czesciowa ciggu liczbowego.
e Obliczysz sume wyrazow ciggu.
e Okreslisz wzor ogdlny ciggu, na podstawie jego sumy czesciowe;.




Przeczytaj

Wyrazy zaréwno ciggow skonczonych, jak i nieskonczonych, mozna dodawac.

Wyrazy ciaggu Suma wyrazéw
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
23T 5 F T3ttty
3,5,7,9,11, ... 3+5+7+9+11+...
—4,-1,0,1,5,... —44+(-1)+0+1+5+...

Suma wyrazow ciggu skonczonego jest liczbg (by¢ moze bardzo duzg, albo bardzo matg).
Natomiast suma wyrazoéw nieskonczonego ciggu liczbowego, moze by¢ nieskonczona, ale
tez moze by¢ pewng liczba.

Na przykiad suma wyrazéw nieskonczonego ciggu (0, 27; 0,0027; 0,000027; . . .) jest rowna
27

W.
0,27 40,0027 + 0,000027 + ... = 2&

W tym materiale bedziemy rozpatrywac tylko sumy, ktorych wynikiem jest liczba.
Przyktad 1

Ciagg (an) okreslony jest wzorem ogdélnym a, = 2(n + 3) dlan € {1, 2, 3, 4, 5}.
Obliczymy sume wszystkich wyrazow tego ciagu.

Wyznaczymy najpierw wyrazy ciggu, ktére musimy dodac.
a1 =2-(1+3)=8

a2=2-(2+3)=10

a3 =2-(3+3) =12

as=2-(4+3)=14

as =2-(5+3) =16

Obliczamy sume.

Ss =a1+a2+as+as+as

S5 =8+10+12+ 14+ 16 = 60
Przyktad 2




Obliczymy sume czterech poczatkowych wyrazow ciggu (a,,) okreslonego wzorem
og6lnym a,, = 2" — n.

Najpierw obliczymy wyrazy ciggu, ktore bedziemy dodawac.
ap=2'—-1=1

ap=2"-2=2

a;=2-3=5

ag=2"-4=12

Obliczamy sume wyznaczonych wyrazow.
S4=1+2+5+12=20

Niech (a,,) bedzie ciggiem liczbowym okreglonym wzorem ogélnym a,, = (—1)""" - n
Wtedy:

S1 = 1 - suma skladajaca si¢ z pierwszego wyrazu ciagu

Sy =1 —2 = —1 - suma dwo6ch poczatkowych wyrazow ciagu
S3 =1— 24 3 =2 -suma trzech poczatkowych wyrazéw ciggu

Sy =1—243 —4 = —2-suma czterech poczatkowych wyrazoéw ciggu

S100=1—2+3 -4+ ...—100 - suma stu poczagtkowych wyrazoéow ciggu

Kolejne tak utworzone sumy nazywamy sumami czes$ciowymi ciggu.
Definicja: Ciag sum czesciowych ciagu (a,,)

Niech (a,) bedzie nieskonczonym ciggiem liczbowym. Wowczas ciag (.S,,) o kolejnych
wyrazach

Slzal
Sy =a; +ay
S3 =a; +az + a3

Sy =a1+ay+as+ay


javascript:void(0);

Sn=a1+a2+a3+a4+...+an

nazwany ciggiem sum czesciowych ciagu (a,).
Przyktad 3

Obliczymy sume cze$ciowa Sy ciggu (a,,) okre$lonego wzorem ogélnym a,, = ”T_2
Ss=a1+a2+a3+ay

Si=F+5++5+2

_ 1
Si=—%

Obliczanie sumy niewielu wyrazow ciagu nie sprawia wiekszych problemow. Jednak
wypisywanie wigkszejiloSci liczb jest ktopotliwe, szczeg6lnie w przypadku, gdy trudno
zauwazyc¢ jakas regularno$¢ miedzy tymi wyrazami. W takim przypadku mozna zastosowac
operator sumowania ,sigma” » ..

Na przykiad sume opisang w Przyktadzie 2 mozemy zapisa¢ w postaci:
Sk (2F — )

Zapis ten oznacza, ze dodajemy kolejne wyrazy ciggu okreslonego wzorem ax = 2% — k od
wyrazu pierwszego (k = 1) do wyrazu czwartego (k = 4) wlgcznie.

k - to indeks sumowania,

1 - to dolna granica sumowania,
4 - to gorna granica sumowania.
Przyktad 4

Zapiszemy sume
11 1 1 1
39T st
kolejnych poczatkowych wyrazow ciggu (ay) za pomoca operatora » ..
Okreslamy najpierw wzor ciggu, ktoérego wyrazy sumujemy.

k+1 k
a, = (=17 (5)
Dodalismy pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu.

Zapisujemy sume za pomocg operatora sumowania:

5 k+1 k
Tttt tam = (DT ()




Sume poczatkowych wyrazow niektorych ciggdw, mozna wyznaczy¢ szybko, korzystajac ze
wzorow odkrytych przez siedemnastowiecznego matematyka szwajcarskiego Jakoba
Bernoulli.

14+2+43+...+n= 20

2 2 2 2 _ n(nt+1)(2n+1)

1242243+ ... +n® = 27—
_ n’(n41)’

PB4+22 433+, +nd =225

n(n n n2+3n—
14420 30 44t = 2Rl Entrin )

Przyktad 5

Pokazemy prawdziwos¢ jednego ze wzorow Bernoulliego - wykazemy, ze suma n
poczatkowych kolejnych liczb naturalnych 1 4+ 2 + 3 4 ... + n jest rowna

n(n+1)
—

Oznaczmy:

Spn=14+2+...4+n

Wtedy:

2S5, =142+...+(n—-2)+(n—-1)+n+n+(n—-1)+n—-2)+...+1
Grupujemy odpowiednio wyrazy.

28, = (1+n)+ 2+ n—1]+B+n-2)]+...4+ 2+ (n—1)] + (n+1)

Wyrazenie to jest sumg n jednakowych sktadnikéw, z ktorych kazdy jest rowny (n + 1).
Zatem

28, =n(n+1)

n(n+1
5, — nnt)

c.n.w.
Przyktad 6

Obliczymy 12 + 22 + 3% + ... + 122 korzystajac ze wzoru podanego przez Bernoulliego.

1240924324+ 192 — 12(12+1%(2-12+1)

124224324 ...4122=2-13-25

12 4+22 4324+ ...4+122 =650




Znajgc wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciagu (a,, ), mozna wyznaczy¢ wzor ogolny
ciagu.

51:CL1:>CL1251
52:a1+a2:>a225’2—51

33:a1+a2+a3:>a3253—52

S,=a1+ay+...+a,=>a,=5,—S,_1
Podsumowujac:

a, =S8, — Sp_1dlan > 2
Przyktad 7

Wyznaczymy wzor na n-ty wyraz ciggu (a, ), w ktéorym suma n poczatkowych wyrazow
ciggu okreslona jest wzorem

S, =

_n_
n+1
Korzystamy ze wzoru

—_n_ _ n’l
an = n+1 n
2 .2
_ n“—n"+1
an = n(n+1)
o 1
On = n(n+1)

Obliczmy jeszcze wyraz ay.

1

1
a=5=13=73

Stownik
cigg sum czesciowych ciagu (an)

niech (a,) bedzie nieskonczonym ciaggiem liczbowym; wéwczas ciag (S,,) o kolejnych
wyrazach

Slzal

5'2=a1—|—a2




53=a1+a2+a3

54:a1—|—a2—|—a3+a4

S,=a;+ay+as+as+...+a,

nazwany ciggiem sum czesciowych ciggu (a,,)



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1
Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzac

podane tam przyktady, a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /D13iRICNk

Polecenie 2

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogélnym a,, = 2n dlan > 1.

Wyprowadz wzér na sume n poczatkowych wyrazéw tego ciagu.


https://zpe.gov.pl/a/D13iR1CNk

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Wyprowadz wzdér na sume czesciowg ciggu:

1-1'4+2-214+3.3'+...4+n-n!+...

Cwiczenie 8
Wykaz, ze liczba K = 13 + 2% + 3% + ... + n?® jest kwadratem liczby naturalne;j.




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Suma n poczatkowych wyrazoéw ciaggu liczbowego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciagéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:

Uczen:

zapisuje roznymi sposobami sume czesciowq ciggu liczbowego

oblicza sume wyrazow ciagu

okresla wzor ogolny ciggu, na podstawie jego sumy czesciowej

postuguje si¢ analogiami, stawia hipotezy i sprawdza je

prowadzi nieformalne dowody wyprowadzonych wnioskow
Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e ocena punktowa wazona
» obieg kart

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie metodg oceny punktowej wazonej przypominajg wszystkie
wiadomosci i umiejetnosci dotyczace ciggow, jakie do tej pory uzyskali. Jeden
z uczniow, na podstawie wypowiedzi pozostatych, tworzy graficzny model zaleznosci
miedzy pozyskanymi informacjami.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w parach. Zapoznajg si¢ z prezentacja multimedialng. Najpierw
probuja samodzielnie rozwigzac¢ podane tam przyktady, a nastepnie porownuja
z przedstawionym rozwigzaniem. W podobny sposob pracuja, analizujac przyklady
przedstawione w sekcji ,,Przeczytaj’.

2. Teraz pary uczniow 1gcza si¢ w grupy 4 osobowe i pracuja metodg obiegu kart,
rozwiazujac zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa rozpoczynajgca rozwigzywanie
danego zadania zapisuje poczatek rozwigzania i podaje nastepnej grupie kartke
z zapisem. Ta z kolei dopisuje nastepna czes¢ i podaje kartke dalej, itp. Ostatnia grupa,
ktora konczy rozwigzanie zadania sprawdza interaktywnie poprawno$¢ uzyskanego
wyniku. Jesli wynik jest bledny, kartka wedruje do poczatkowej grupy, ktora weryfikuje
swoje rozwigzanie. Grupa podaje kartke nastepnej grupie, itd. Jesli nadal odpowiedz
nie jest poprawna, grupa moze poprosi¢ o pomoc nauczyciela.

3. Koncowym elementem tej czesci zaje¢ moze by¢ dyskusja - czy tatwo jest rozwigzywac
zadania, sledzac tok rozumowania innej grupy osob i czy wyodrebnienie na poczatku
lekcji najwazniejszych wzorow i umiejetnosci pomogto w doborze odpowiednich
strategii rozwiazywania zadan.



Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest samodzielne utozenie i rozwigzanie dwoch zadan podobnych do
tych, ktore byly rozwigzywane na lekciji.

Materialy pomocnicze:
Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j
Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana na zajeciach wprowadzajacych wzor na
sume n - poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/DpLrb1VJR

