Rozwigzywanie nierownosci z funkcja sinus
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« Dla nauczyciela



Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Wiesz juz jak rozwigzywac nieréwnosci typu: sinz > a,sinx < a,sinz < a orazsinz > a,
gdzie a jest liczbg rzeczywista. W tym materiale bedziemy sprowadzac trudniejsze
nierownosci trygonometryczne do postaci zapisanych powyzejnierownosci. Przypomnimy
sobie takze typowe techniki rozwigzywania nierbwnos$ci. Nauczysz sie rozwigzywac
nierownosci typu: sin 2z > sin 3z.

Twoje cele

o Nauczysz sie rozwigzywac trudniejsze nierbwnosci trygonometryczne.
e Przypomnisz sobie typowe techniki rozwigzywania nieréwnosci.



Przeczytaj

Wiele ztozonych nierownosci daje si¢ przeksztatci¢ do znacznie prostszych postaci.
Ponizej przedstawimy kilka typowych nierownosci trygonometrycznych, ktore mozna
sprowadzi¢ do rozwigzania nier6wnosci typu: sinz > a.

Przyktad 1
Rozwigzemy nierownosc¢: sin z sin 2x > 0.
Rozwigzanie

e Sposob1
Zapiszemy rownowaznie nier6wnosc jako:
(sinz > 0isin2z > 0)lub(sinz < 01 sin2z < 0). Rozwazmy zatem przypadki.
Przypadek 1
Nierowno$¢ sinx > 0 jest rownowazna warunkowi:
z € (2km, 7 + 2km), gdzie k € Z.
Nierownosc¢ sin 2z > 0 jest rownowazna warunkowi:
x < (kﬂ', 5 + k:7r), gdzie k € Z.

Zatem w przypadku pierwszym rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior (2km, 3 + 2km),
gdzie k € Z.

Przypadek 2

Nierownos¢ sin z < 0 jest rownowazna warunkowi:
z € (m+ 2km, 2w + 2kr), gdzie k € Z.

Nierowno$c¢ sin 2z < 0 jest rownowazna warunkowi:
z € (5 + km,m+ kn), gdzie k € Z.

Zatem w przypadku drugim rozwigzaniem jest zbior x € (% + 2km, 2 + 2k:7r), gdzie
ke Z.

Biorac pod uwage obydwa przypadki, odpowiedz do zadania jest nastepujaca:
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T E (% + 2km, 2w + 2k7r) lubz € (2k7r, 5 + 2k:7r), gdzie k € Z.
e Sposo6b 2

Rysujemy w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy dwoch funkcji y = sinx i
y = sin 2z oraz odczytujemy w jakich przedziatach te funkcje majg ten sam znak.

Zwr6¢my uwage na to, ze wspolnym okresem tych funkciji jest liczba t = 2, a wiec
mozemy rozwazy¢ rozwigzania tylko w przedziale (0, 27), a potem uog6lni¢ rozwiazanie.
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Odczytujgc zaznaczone przedzialy, otrzymujemy rozwigzanie: x € (% + 2km, 2w + 2k7r)
lubz € (2km, 7 + 2km), gdzie k € Z.

Przyktad 2
Rozwigzemy nierownosc: sin a:| sin x‘ < %.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jezeli sinx < 0, to nierownos¢ z zadania jest speiniona, gdyz lewa strona
nieroéwnosci jest ujemna, a prawa strona jest dodatnia. Zatem nieré6wnosc¢ jest spetniona
dlaz € (7 + 2km, 2w + 2kn), gdzie k € Z.

Jezeli sinz > 0, to nierdwno$¢ z zadania przyjmuje postaé: sin® z < %. Poniewaz

sinz > 0, zatem otrzymujemy w tym przypadku nierowno$¢: 0 < sinz < 5.

Ta nieré6wnosc¢ jest spetniona dla z € <2k7r, T+ 2k:7r> U <% + 2km, 2w + 2k7r>, gdzie
ke Z.



Po uwzglednieniu obydwu przypadkow otrzymujemy odpowiedz:
x € (% + 2km, L& + 2krm), gdzie k € Z.

Przyktad 3

Rozwigzemy nieré6wnos¢: [4sinz — 1| < 1.
Rozwigzanie

Zapiszmy niero6wnos¢ w postaci:
—1<4sinz —-1<1

0 <4sinz < 2

0 <sinz < %

Rysujemy wykres funkcji y = sin z, nastepnie zaznaczamy proste o rownaniach: y = 01i
Y= % i odczytujemy, dla jakich argumentow fragmenty wykresu funkcji y = sinz
znajdujq sie miedzy tymi prostymi.
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Stad otrzymujemy odpowiedZ:
x e (2k71', 5t 2k7r) U (% + 2km, ™+ 2k7r), gdzie k € Z.
Przyktad 4

Udowodnimy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x zachodzi nier6wnosc:
sinz < 9z% — 6z + 2.



Rozwigzanie
Korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia zapiszmy nierownos¢ w postaci:
sinz < (3z —1)% + 1.

Zauwazmy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x zachodzg nieréwnosci:
1 < (3z —1)? 4+ 1 orazsinz < 1. Stad otrzymujemy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej
x zachodzi nieréwnoé¢: sinz < (3z — 1)? + 1.

Pozostaje udowodni¢, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x zachodzi warunek:
sinz # (3z —1)% + 1.

o=

Zauwazmy, ze funkcjay = (3z — 1) + 1 przyjmuje warto$¢ 1 tylko dla argumentu = =

1

ale funkcja y = sin x przyjmuje dla tego argumentu warto$¢ mniejszg od 1.

Zatem dowiedliSmy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x zachodzi nieré6wnosc:
sinz < 92% — 6z + 2.

Przyktad 5
Rozwigzemy nieré6wnosc: (2 sinz — 1) (4 sin? z — 3) < 0.
Rozwigzanie

Nieréwno$¢ mozna rozwigzaé rozwazajac przypadki: (2sinz — 1 > 0i 4sin’z — 3 < 0)
lub (2sinz —1 < 01 4sin’z — 3 > 0).

Ale wybierzemy inna metode: metode podstawienia.
Podstawmy: ¢ = sin x.

Otrzymujemy niero6wnos¢ wielomianowa: (2t — 1) (4t2 — 3) <0,
(2t - 1) (2t - v3) (2t +v3) <0,
Pierwiastkami wielomianu W(t> = (2t — 1) (2t — \/§) (Zt + \/§> sq: %, @, —@.

Rysujemy wykres wielomianu i rozwigzujemy nierownosc.
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Rozwigzaniem nierownosci (2t — 1) <2t — \/§) (Zt + \/5) < 0 jest zbior

3 1 V3
(oo =) U (3:%).
Zatem wro¢my do zmiennej z. Otrzymujemy nierownosci:

sinx < —@ lub% <sinzx < @

Stad otrzymujemy odpowiedz:
z € (5 +2km, § + 2km) U (5 + 2k, 5 + 2km) U (5 + 2km, 3 + 2kr), gdzie k € Z

Stownik
rozwigzanie nieréwnosci

zbior wszystkich elementow dziedziny nieréwnosci, ktore speiniajg t¢ nieré6wnosc.



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja, a nastepnie na jej podstawie wykonaj kolejne polecenie.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DgGyc7jPF

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej rozwigzywania nierownosci z funkcjg sinus.

Polecenie 2

Rozwigz nieréwnosé: sin ¢ < sin 3xz. Wykorzystaj narysowany wykres.

y={sinz y=sindx



https://zpe.gov.pl/a/DgGyc7jPF

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Wskaz wszystkie elementy spetniajagce nieréwnosé: sin z sin 3z < 0.
x € (—% + km, 5 + kw),gdziek ez

x € (—% +2km, & + 2kn), gdziek € Z

O O O

x € (% —|—k7r,% —I—kﬂ'),gdziekEZ

O z € (F +2km, & + 2kr), gdziek € Z

Cwiczenie 2
Wskaz wszystkie elementy spetniajgce nieréwnos¢: sin a:‘ sin x‘ > %
x € (% —|—k7r,% +k7r),gdziek S/

T < (% + 2k, % + 2k7r), gdziek € Z

e (-5 +km T +kr) gdziek e Z

o o o O

x € (—% + 2km, T + 2k7r),gdziek e Z




Cwiczenie 3

Potacz w pary nieréwnosci, ktére maja to samo rozwigzanie.

‘sinx—%|>% —1 <sinz
|2sinz — 1| < 3 sinz < —¢
|3sinx+1‘<% sina:>—%
‘sinx+%|>% —%<sinx<—%

Cwiczenie 4

Wstaw odpowiedni zbiér w puste pole.

YU (2,7) || (£,2%) U (m,2m) |

w3

(EF)u(men) || (0,3)u(E )] O

Cwiczenie 5

Wskaz nierownosci, ktorej rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych.

sine > —x22+ 7 — & +1
sin:c>—:c2—|—7rw—T—|—1
sin( 5 z) <z -2z +2

2sin(z — 1) < 4a? — 4z + 3

2sin(a:— 1) <dz® -4z +3

o o 0o o o d

sin(%:c) <z2—-2x+2



Cwiczenie 6

Nieréwnoé¢ 6 sin z + sinz — 1 > 0 mozna réwnowaznie zapisac jako:

[

sinz < +isinz > —+

sinx < %Iubsinm > %

o O O

o=

sinx > —% lubsinz <

o=

() sinz < —3 lubsinz >

Cwiczenie 7
Rozwigz nieréwnos¢ sin 2z < sin x.
Cwiczenie 8

Rozwiaz nierownoéé: 4sin® z + 2sin® z — 2sinz — 1 > 0.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzywanie nieréwnosci z funkcja sinus

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

2 sina .

cosa’

4) korzysta z wzorow sin a + cos? a = 1, tga =

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto:

6) rozwigzuje rOwnania i nierownosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wiekszym
niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2cos 7z + 1, 2sin’z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje nierobwnosci trygonometryczne z funkcja sinus,
« analizuje wykresy funkcji w celu znalezienia rozwigzania nieréwnosci
trygonometrycznej.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;
e mapa mysli.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,Rozwigzywanie nierownosci z funkcja sinus” oraz
wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z materialem w sekcji przeczytaj. Nastepnie tgcza si¢
w dwie grupy. Kazda z grup przygotowuje mape mysli obrazujgca metody
przedstawione w sekciji ,,Przeczytaj’.

2. Nauczyciel wySwietla zawarto$c¢ sekcji ,Animacja”, czyta tres¢ polecenia nr 2 -
»,Rozwiaz nierownosc¢: sin z < sin 3x. Wykorzystaj narysowany wykres”. Po zapoznaniu
sie uczniow z materialem omawia ewentualne problemy zwigzane z jego
niezrozumieniem.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.



Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 1i 2 z sekcji ,,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Rozwigzywanie nierownosci z funkcjg sinus”.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

