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Zamiana postaci kanonicznej okregu na ogdlnag
i odwrotnie

Rownanie okregu moze wystepowac w roznych postaciach. Jezeli dany jest okrag

w uktadzie wspoirzednych kartezjanskich, to jego rownanie mozemy zapisa¢ w postaci
ogolnej, kanonicznej oraz za pomoca roOwnania parametrycznego. W tej lekcji
zaprezentujemy metody zamiany postaci ogolnejrownania okregu na posta¢ kanoniczng
i odwrotnie.

Twoje cele

» Utrwalisz wiadomosci dotyczgce rownania okregu na plaszczyznie.

» Poznasz sposoby konwersji rownania okregu w postaci kanonicznejna posta¢ ogolna
i odwrotnie.

» Rozwigzesz typowe zadania zwigzane z tematem lekciji.



Przeczytaj

W trakcie lekcji poznamy metody zamiany postaci ogolnej rownania okregu na postac
kanoniczng i na odwrot.

Juz wiesz

Rownanie okregu mozemy zapisa¢ w postaci kanoniczneji ogolne;.
Posta¢ kanoniczng rownania okregu zapisujemy za pomocg rownania:
(z —a)’ + (y — b)* = r?, gdzie S = (a,b) - srodek okregu, - promien okregu.
Rownanie okregu w postaci ogolnej zapiszemy natomiast nastepujaco:

x? + 1% — 2ax — 2by +c = 0, przy czym r = v a2 + b2 — corazr > 0.

Zamiana postaci kanonicznej rownania okregu na postac
ogolng
sposob 1

Wykorzystujgc wzory skroconego mnozenia, rownanie (z — a)2 + (y — b)2 = r?
przeksztatcamy do postaci:

z? —2ax +a+y* —2by+ b —r? =0.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy, ze: £ + y* — 2azx — 2by + a®> + b* — 2 = 0.
Gdy oznaczymy wyrazenie a? + b? — r? literg ¢, otrzymamy posta¢ ogélng réwnania okregu:

z? + 1% — 2ax — 2by +c = 0.

sposob 11

Z postaci kanonicznej réwnania okregu mozemy odczytaé wartosci a, b oraz 72,

Do wyznaczenia postaci ogolnej wystarczy wykorzysta¢ wzor ¢ = a’ +b? — 12
Majac wspotczynniki a, b, c mozemy zapisa¢ posta¢ ogoélna rownania okregu.

Przyktad 1

Wyznaczymy réwnanie ogolne okregu zadanego w postaci kanonicznej:


javascript:void(0);

(z —3)° + (y+2)* = 16.

Korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia mamy, ze:z? — 6z + 9 + y? + 4y + 4 = 16.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy posta¢ ogolng rownania okregu:

r?+ 1y — 6z +4y—3=0.

Przyktad 2

Wyznaczymy posta¢ ogolna rownania okregu zadanego w postaci kanoniczne;j:
(z+1)°+(y—3)°=09.

Odczytujemy wartosci: a = —1,b = 3 oraz r2 = 9.

Podstawiamy do wzoru ¢ = a2 + b* — 2,

Otrzymujemy, ze ¢ = (—1)* 432 -9=14+9 -9 =1.

Wartosci wspotczynnikow podstawiamy do postaci ogolnej rownania okregu
i otrzymujemy, ze:

>+ —2-(-1)z—2-3y+1=0.

Po uporzadkowaniu, otrzymujemy posta¢ ogolna rownania okregu:

22+ 9>+ 2z —6y+1=0.

Zamiana postaci ogolnej rownania okregu na postac
kanoniczna

sposob 1

W tym przypadku skorzystamy z metody uzupetniania do kwadratu.

Do obu stron rownania 2 + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 dodamy wyrazenie a? + b?.
Otrzymujemy, ze 22 + y? — 2az — 2by + a® + b%> + ¢ = a® + b2

Grupujemy nastepnie wyrazy rownania do postaci:
22 —2ax +a®>+1P —2by+ b2 =a®>+ b —c

Skorzystamy teraz ze wzorow skroconego mnozenia. Otrzymujemy, ze
(x—a)l+@y—0b*=a2+b —c

Wyrazenie a? + b* — ¢ oznaczymy jako r? i otrzymujemy w ten sposob posta¢ kanoniczng
rownania okregu: (z — a)? + (y — b)* = r2.
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sposob 11

Z postaci ogélnej réwnania okregu z? + 4> — 2az — 2by + ¢ = 0 mozemy odczytaé
wartosci wspoétczynnikéw a, b oraz c.

Po wykorzystaniu wzoru r = v'a? + b? — ¢, otrzymamy posta¢ kanoniczng réwnania
. 2 2 2
okregu: (x — a)” + (y — b)” =r*.

Przyktad 3

Rownanie okregu z2 + y? — 4z + 10y + 13 = 0 zapiszemy w postaci kanonicznej.
Zapiszmy podane rownanie jako:

2+ 9% — 4z + 10y + 13 +4 + 25 = 29.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy, ze 2 — 4z + 4 + v* + 10y + 25 = 16.
Wykorzystujac metode zwijania do kwadratu, otrzymujemy: (z — 2)° + (y + 5)° = 16.
Przyktad 4

Znajdziemy posta¢ kanoniczng rownania okregu zapisanego w postaci
2+ +6z—2y+6=0.

Z réwnania mozemy odczytac, ze —2a = 6, —2b = —2 oraz ¢ = 6.

Zatema = —3,b=1,c = 6.

Obliczamy warto$¢ r = \/(—3)2 +12-6=v4=2

Podstawiamy otrzymane liczby do postaci kanoniczneji otrzymujemy:

(z+3)°+(y—1)7° =4

Stownik
rownanie okregu w postaci kanonicznej
(z — a)® 4 (y — b)* = r2, gdzie S = (a, b) - srodek okregu, r - promien okregu

rownanie okregu w postaci ogélne;j

2 4+ 1% — 2ax — 2by 4+ c = 0, gdzie r=+va2 + b2 —cir >0



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D2xqf7ChE

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejzamiany postaci kanonicznej okregu na ogolna
i odwrotnie. Lektorem w filmiku jest Piotr Kryszkiewicz.

Polecenie 2
Wykonaj polecenia.

a. Zapisz réwnanie okregu (z + 2)° + (y — 3)> = 16 w postaci ogélnej.

b. Zapisz réwnanie okregu z2 + y?> — 6y — 16 = 0 w postaci kanonicznej.


https://zpe.gov.pl/a/D2xqf7ChE

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)

Potacz w pary postac¢ kanoniczng okregu z odpowiadajacg jej postacia ogdlna:

(z—17+¢42=5 2+ +4z—6y+9=0
2+ (y+3)2 =10 4+ y? —2x+4y—3=0
(x+2)°+(y—3)72 =4 ?+yP—2r—-4=0
(x—1)7°+ (y+2)° =8 2 +y?+6y—1=0
Cwiczenie 2 ¢

2 2
Po zamianie rownania okregu (a: — \/§) + (y + \/5) = 2 na postac¢ ogdblng otrzymujemy:

O 24+ +2v22-2V2y+2=0
O 224+ —2v22+2V2y—2=0

O 22419 —2V22+2vV2y+2=0

Cwiczenie 3

Promien okregu z2 + 3> — 10z + 6y + 18 = 0 ma dtugosc a $rodek ma

____________________________




Cwiczenie 4

Przyjrzyj sie wykresowi na rysunku ponize;j.

AY
6

Z wykresu mozna odczytaé, ze:

$rodek okregu ma wspotrzedne (3, 2)

$rednica ma dtugos¢ 8

promien okregu jest rowny 3

O 0O O O

rownanie okregu jest postaci (z + 3)2 + (y+ 2)2 =9

>y



Cwiczenie 5
Po zamianie réwnania okregu z2 + y2 + 2z — 6y = 0 na posta¢ kanoniczng otrzymujemy:

O (z4+1)°+ (y—3)* =20
O (x+1)2*+ (y—3)* =10

O (z—-1)*+(y+3)*=10

Cwiczenie 6
Uzupetnij krzyzowke.

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.

Kanoniczna lub ogdlna okregu.

Najdtuzsza cieciwa w okregu.

Nazywany brzegiem kota.

Jego wynikiem jest iloczyn.

Odcinek taczacy dwa dowolne punkty na okregu.

Punkt wewnatrz okregu, rowno oddalony od kazdego z punktéw na okregu.

N o vk w0 DN

Zbidr wszystkich punktéw.



Cwiczenie 7 @

Pogrupuj elementy zgodnie z podanym opisem:

Okregi o $rodku w punkcie (—1, 2):

m2+y2+2w—4y+420’

m2+y2—6az—4y—320’

x2+y2—4az—2y—1120’

Okregi o promieniu 4:

x2+y2+2w—4y—420’

x2+y2—2w—4y—11:0’

az2+y2+2w—4y+320’

Cwiczenie 8 @

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Srednica okregu o réwnaniu % + y2 — 10z + 6y + 25 = 0 ma dtugos¢ ‘ ’,

a suma wspoétrzednych srodka okregu wynosi ’




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zamiana postaci kanonicznej okregu na ogolna i odwrotnie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)* = r2;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje obywatelskie;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 zapisuje rownanie okregu w postaci ogolneji kanonicznej,

» opisuje sposoby zamiany rownania okregu z postaci ogolnejna posta¢ kanoniczng,
e zamienia rownanie okregu w postaci kanonicznejna posta¢ ogolna,

e tworzy plan rozwigzania problemu matematycznego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e rOzZmMOWwa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Film samouczek” i ¢wiczenia
interaktywne;



 objaSnienie nowejwiedzy.
Formy pracy:

e pracaw parach;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Film samouczek”.
Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu w temacie: ,Zamiana postaci kanonicznej
okregu na ogoélng i odwrotnie”.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Zamiana postaci kanonicznej okregu na
0golng i odwrotnie” i inicjuje krotkg rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢
uczniowie nauczyli? Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to

potrzebne - uzupetnia informacije.



Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
e Zadania powtorzeniowe z okregu
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekc;ji ,Film samouczek” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,Zamiana postaci kanonicznej okregu na ogoélna
i odwrotnie”.
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