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Okrag wpisany w trojkat

Zrédto: dostepny w internecie: needpix.com, domena publiczna.

W biezgcym materiale poznamy wtasnosci okregu wpisanego w trojkat. Przeanalizujemy
szczegolne przypadki trojkata i zastanowimy sie, czy w dowolny trojkgt mozna wpisac
okrag. Niekiedy zamiennie bedziemy uzywali pojecia kota wpisanego w trojkat (szczegodlnie
w zadaniach dotyczacych pol powierzchni). Intuicyjnie to jest takie samo zagadnienie —
wowczas brzeg kota, czyli okrag jest styczny do kazdego boku.

Twoje cele

» Podasz wlasnosci okregu wpisanego w trojkat.
e Wyznaczysz Srodek okregu wpisanego w dowolny trojkat.
e Wyznaczysz wzory na dlugo$ci promieni okregow wpisanych w trojkaty szczegolne.

» Wykorzystasz wlasno$ci okregu wpisanego w trojkat w zadaniach geometrycznych.



Przeczytaj

Definicja: okrag wpisany w trojkat

Okrag wpisany w trojkat to okrag, ktory jest styczny do wszystkich bokow trojkata.

\‘C

Odcinki Igczace srodek okregu wpisanego z punktami styczno$ci znajdujgcymi si¢ na
bokach trojkata sg do tych bokow prostopadte i sg promieniami tego okregu.

Czasem uzywa sie takze pojecia kota wpisanego w trojkat - jest to koto, zawarte w trojkacie
i ktorego brzeg jest styczny do wszystkich bokow wielokata.

W kazdy trojkat mozna wpisac okrag

Pokazemy, ze dwusieczne katow wewnetrznych dowolnego trojkata przecinajg sie
w jednym punkcie, ktory jest sSrodkiem okregu wpisanego w ten trojkat:



Przypomnijmy, ze dwusieczna kata jest zawarta w osi symetrii kata, a wiec jest zbiorem
punktoéw rownoodleglych od ramion tego kata.

Rozwazmy punkt przeciecia dwusiecznych katow BAC i ABC - nazwijmy go 1.

Poniewaz punkt I lezy na dwusiecznejkata w trojkacie BAC, to jest on rownoodlegly od
bokéw ABi AC, czyli |[IF| = |IE|. Podobnie, poniewaz lezy tez na dwusiecznejkata ABC
to jest on rownoodlegty od bokéw ABi BC (czyli |IF| = |ID|). Z réwnosci |IF| = |IE)|
oraz |I[F| = |ID| wynika, ze |IE| = |ID)|, czyli, ze punkt I jest rownoodlegly od ramion C'A
i B, wiec lezy na dwusiecznejkata ACB.

Zatem dwusieczne katow przecinajg si¢ w punkcie I. Odcinki ID, I E, I F' sa rownej
dlugosci, nazwijmy jg 7. Odcinki te sa rowniez prostopadie do bokow, wiec okrag o sSrodku
w punkcie [ i promieniu 7 jest styczny do kazdego z bokow trojkata.

Pole tréjkata opisanego na okregu o promieniu r
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Widzimy, ze pole trojkata ABC jest sumg pol trzech zaznaczonych trojkatow. Zatem:
P = Paupr + Pagcr + Pacar = %c-r—l—%a-r—l— %b-r: %(a—i—b—l—c) -7
P = p - r, gdzie p to polowa obwodu.

Wazne!

Powyzszy wzor jest prawdziwy dla dowolnego wielokata opisanego na okregu
O promieniu 7.

Szczegolne przypadki trojkata

Przyktad 1

Wyznaczymy dlugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat rownoboczny o boku
dtugosci a.
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Rozwigzanie

W trojkacie rownobocznym proste zawierajgce dwusieczne pokrywaja si¢ z prostymi
zawierajacymi Srodkowe, wiec punkt przeciecia dwusiecznych dzieli odcinki
dwusiecznych w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotka trojkata.

Jednoczes$nie, w trojkgcie rownobocznym proste zawierajgce dwusieczne pokrywaja sie
z prostymi zawierajgcymi wysokos¢, wiec tatwo wyznaczy¢ ich dtugosci.

Otrzymujemy:

r=lh=1a8 _ a3
Przyktad 2

Wyznaczymy dlugos$¢ promienia okregu wpisanego w trojkagt rownoramienny
o podstawie dtugosci |AB| = a i ramionach dtugosci |BC| = |CA| = b.

Rozwigzanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku:
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A Da B

Z twierdzenia Pitagorasa mozemy obliczy¢ dlugos¢ wysokosci trojkata:

Mamy diugosci wszystkich bokow i wysokosci, zatem mozemy obliczy¢ potowe obwodu
i pole trojkata, a wiec i dlugo$¢ promienia okregu wpisanego:

P=pr
+ah = 3(a+ 2b)r

22
ah a\/ﬁlea _ a/iR—a2
a+2b — a+2b T 2a+4b

r =

Uwaga! Gdy zauwazymy, ze trojkat IC'E jest podobny do ,polowy” trojkata
rownoramiennego ABC'i zapiszemy odpowiednia proporcije bokow, np.:

to po przeksztatceniu rowniez otrzymujemy

__ _ah
r= aj—Zb :
Przyktad 3

Wyznaczymy teraz dwoma sposobami wzor na dtugo$¢ promienia okregu wpisanego
w trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci a i b.

Rozwigzanie

Sposob 1:


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Wiemy, z twierdzenia Pitagorasa, ze ¢ = v a? + b%. Mozemy wiec obliczy¢ pole i obwod
trojkata, czyli korzystajgc ze wzoru P = p - r, otrzymujemy:

3 (atbte) — atbics

7._2 %ab ab
Top

Sposoéb 2:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

b—r A

Z twierdzenia o odcinkach stycznych |CE| = |CD|, ponadto kat przy wierzchotku C jest
prosty oraz proste I.E i I D s3 prostopadte do przyprostokatnych. Zatem czworokat
CEID jest kwadratem o boku dtugosci r. Podobnie, z twierdzenia o odcinkach
stycznych otrzymujemy |BF| = |BD| = a — r oraz |AF| = |AE| = b — r. Wiemy, ze
|AF| + |FB| = c, zatem:

a—r+b—r=c

2r=a+b-c

r =

a+b—c
— -

Sprawdzimy teraz, ze wzory z pierwszego i drugiego sposobu wyznaczaja te sama
warto$¢. W tym celu przeksztalcimy rownowaznie réwnosc:

atb—c __ ab
2 ~ atbte

(a+b—c)(a+b+c)=2ab

(a+b)°—c=2ab



a® + b% + 2ab? — ¢ = 2ab
a® +b? = ¢

Ostatnia rownos¢ jest oczywiscie prawdziwa w przypadku trojkgta prostokatnego, wiec
tym samym wykazaliSmy, ze wzory z pierwszego i drugiego sposobu wyznaczaja te samg

wartosc.

Na koniec dwa ciekawe przyklady zwigzane z zagadnieniem okregu wpisanego w trojkat.
Przyktad 4

Przez $rodek I okregu wpisanego w trojkat ABC' poprowadzono prostg rownolegly do
boku AB, ktora przecina boki CA i CB odpowiednio w punktach E i D. Wykazemy, ze:
|ED| = |EA| + |DB|.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
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e

Srodek okregu wpisanego I lezy w punkcie przeciecia dwusiecznych, stad wnioskujemy
réwno$¢ miar katow: |[<EAI| = |<IAB| oraz |<DBI| = |<IBA|. Wiemy, z zalozen
zadania, ze proste ED i AB s rownolegle, wiec mamy tez réwno$c¢ katow
naprzemianleglych: |[</AB| = |<AIE| oraz |<<IBA| = |<BID|. Z poprzednich
réwnosci otrzymujemy rownos¢ katow |[<EAI| = |<EIA| oraz|<DBI| = |<DIB|.
Trojkaty AET i BDI sg zatem rownoramienne.

|ED| = |EI|+ |ID| = |AE| + |DB|.
Przyktad 5

W trojkat prostokgtny ABC' o przyprostokatnych dtugosci |AC| = 3 i |BC| = 4 wpisano
dwa przystajace okregi w ten sposob, ze s3 one wzajemnie styczne oraz jeden z nich jest
styczny do bokow AB i BC, a drugi do bokéow AC'i BC.
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Obliczymy dtugos¢ promienia tych okregow.
Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

B A

Polaczmy srodek P jednego z okregow z wierzchotkami. Otrzymujemy trzy trojkaty.
Suma pol tych tréjkatoéw to pole trojkata ABC:

Pasapc = Paapp + Papcp + Pacap

%-4-3:%-5-r+%-4-r+%-3-3r

6 = 9r
re2.
Stownik

trojkat rownoboczny

trojkat, ktorego wszystkie boki majg takg sama dltugosc¢. Jest to szczegélny przypadek
trojkata rownoramiennego. Jest przyktadem wielokata foremnego

trojkat rownoramienny

trojkat o (co najmniej) dwoch bokach réwnej dtugosci. Te dwa boki nazywane sg
ramionami tréjkata, trzeci bok podstawa. Katy przy podstawie sg przystajgce a ich miara
jest mniejsza od miary kata prostego




trojkat prostokatny

trojkat, ktorego jeden z katow wewnetrznych jest prosty. Dwa boki tréojkgta wyznaczajgce
ramiona kata prostego nazywane s3 przyprostokatnymi, trzeci bok przeciwprostokatna

dwusieczna kata
zbior punktow plaszczyzny lezacych w rownej odlegtosci od ramion kata ptaskiego
dwusieczna kata w tréjkacie

odcinek bedacy czescig wspolna dwusiecznejkata trojkata i trojkata



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z symulacja interaktywna. Przedstawiono w niej okragg wpisany w tréjkat

prostokatny. Za pomoca suwakow mozesz zmieniac dtugosci przyprostokatnych trojkata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DIIVZGIF

Polecenie 2

Ustaw dtugosci przyprostokatnych tak, aby byty liczbami naturalnymi. Dla przyjetych wartosci
oblicz dtugos¢ promienia okregu wpisanego. Sprawdz swoje obliczenia za pomocg przycisku
,Pokaz dtugos$¢ promienia r".



https://zpe.gov.pl/a/D111vZGlF

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

@)
Niech r bedzie promieniem okregu wpisanego w tréjkat (oznaczenia bokéw i wysokosci
standardowe). Przyporzadkuj wzér na promien okregu wpisanego do rodzaju tréjkata:
z : . h
réwnoramienny r= afb+c
réownoboczny r= %”_C
__ ah
dowolny T=—%
prostokatny - aT\/ﬁ
Cwiczenie 2 ®

Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym suma dtugosci obu przyprostokatnych jest rowna sumie
dtugosci sSrednic okregéw wpisanego i opisanego na tym tréjkacie.



Cwiczenie 3 O

W trojkat réwnoboczny o boku a wpisano trzy przystajgce okregi styczne zewnetrznie oraz
styczne do bokéw trojkata (rysunek). Wyznacz dtugosc promienia tych okregow.

Cwiczenie 4 Q@

Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktorym kat przy wierzchotku C' jest prosty. W trdjkacie
tym poprowadzono wysoko$¢ C'D. Wykaz ze |CD| = r + r1 + 7o, gdzie r, r1, r2 sa
odpowiednio dtugo$ciami promieni okregéw wpisanych w tréjkaty ABC, ADC'i DBC.

C




Cwiczenie 5

Prosta przechodzaca przez $srodek okregu wpisanego w trojkat ABC przecieta boki AC i BC
w punktach odpowiednio D i E. Prosta ta podzielita obwdd tego tréjkata na potowy.
Przyjmijmy, ze pole tréjkata DEC jest rowne S;, natomiast pole czworokata ABED jest
réwne S.

Wodwczas:

51
5 =2

wartosé g—; zalezy od kata nachylenia prostej DFE do podstawy AB

o o O O O
L2k
|
ol



Cwiczenie 6

W tréjkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C'i wysokosci C' D wpisano
okrag o promieniu 7 (rysunek). Okrag ten jest styczny do przeciwprostokatnej w punkcie E.
Niech P oznacza pole tréjkata ABC.

A E D B

Wskaz zdania prawdziwe:
P = |AE|- |EB]|

P=1|AB|-\/|AD|-|DB|

P = (|AE|+ |EB| +r)r

o o o 4

P =|AD|- |DB|



Cwiczenie 7 @

Okrag wpisany w trojkat ABC o bokach dtugosci |AB| = 5, |AC| =7, |BC| = 6, jest
styczny do bokow AC i BC' w punktach D i E . Oblicz pole tréojkata DEC.

C

D

Cwiczenie 8 @

Promien okregu wpisanego w trojkat o bokach 5 i 8 jest rowny \/§ a obwdd tego trojkata jest
liczbg catkowita. Oblicz dtugos$¢ trzeciego boku tego trojkata.



Dla nauczyciela

Autor: Pawet Dziuba

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okrag wpisany w trojkat

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

10. wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wlasnosci;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» opisuje wilasnosci okregu wpisanego w trojkat,

» wyznacza Srodek okregu wpisanego w dowolny trojkat,

e wyznacza wzory na dtugosci promieni okregébw wpisanych w trojkaty szczegolne,
» wykorzystuje wlasnosci okregu wpisanego w trojkat w zadaniach geometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie kiedy mozna wpisa¢ w trojkat wpisa¢ okrag. Prosi
rowniez o przypomnienie wzorow umozliwiajacych obliczenie pola trojkata.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przedstawia definicj¢ okregu wpisanego w trojkat, nastepnie prezentujac
wczesniej przygotowana grafike tlumaczy dlaczego w kazdy trojkat mozna wpisac
okrag.

2. Nastepnie przedstawia wzor na pole trojkata opisanego na okregu o promieniu 7.

3. Uczniowie w parach analizujg przyktady w sekcji ,Przeczytaj” rozwazajac przypadki
trojkata rownobocznego, rownoramiennego oraz prostokgtnego.

4. Uczniowie zapoznajg sie z symulacjg interaktywng. W zeszycie rozwigzujg dwa wybrane
przez siebie przypadki

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne nr 1-3 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne nr 4-8.
Materialy pomocnicze:

Okrag wpisany w trojkat
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Wskazowki metodyczne:

Symulacje mozna wykorzysta¢ podczas lekcji do ¢wiczen pozwalajgcych na obliczenia
promienia okregu wpisanego w trojkat.



