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Zrodto: Brett Jordan, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tejlekcji przekonasz si¢, ze umiejetno$¢ rozwigzywania zadan optymalizacyjnych moze
przydac sie w wielu zagadnieniach zycia codziennego. Przyjrzymy si¢ zadaniom

z kontekstem realistycznym. Bedziemy maksymalizowac¢ zyski, minimalizowac koszty
budowy i rozwigzywac inne ciekawe zadania.

Bedziemy wykorzystywac funkcje opisujgce rzeczywistos¢ a nastepnie badac¢ ich pochodne
i szuka¢ miejsc zerowych oraz ekstremow lokalnych.

Twoje cele

o Wyznaczysz funkcje do sytuaciji z zadania.

e Wyznaczysz pochodng funkciji.

» Wyznaczysz dziedzine funkcii.

» Wyznaczysz ekstremum lokalne funkciji.

» Na podstawie wyznaczonego ekstremum lokalnego funkcji wskazesz
maksimum,/minimum.




Przeczytaj

Zadania optymalizacyjne z jednej strony wymagaja za kazdym razem indywidualnego
podejscia, z drugiej majg pewien powtarzajgcy sie schemat postepowania.

1. Uzaleznienie wszystkich potrzebnych wymiaréw od jednej zmiennej
2. Wyznaczenie funkcji opisujgcejbadang wielko$¢

3. Wyznaczenie dziedziny otrzymanej funkcji

4. Obliczenie pochodnej otrzymanej funkcji

5. Wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej

6. Uzasadnienie maksimum/minimum funkciji

7. Obliczenie najwiekszej/najmniejszej wartosci funkcji

Przyktad 1

Z blachy nalezy zrobi¢ zbiornik w ksztalcie prostopadtoscianu o objetoéci 90 m3. Spod
tego zbiornika jest kwadratem. Koszt 1 m? blachy na wykonanie podtogi i pokrywy
wynosi 30 z}, natomiast koszt 1 m? materialu na éciany boczne wynosi 40 zt. Wyznaczymy
wymiary zbiornika aby koszt budowy byl jak najmniejszy.

Rozwigzanie:

Oznaczmy:

Objeto$¢ mozemy zapisa¢ V = z2h. Podstawiajagc dane oraz wyznaczajgc wysoko$¢
otrzymujemy




h:90

xr2

Pole powierzchni catkowitej wynosi P. = 2P, 4+ P,. Nastepnie utworzymy funkcje
kosztu, z danych K = 30 - 2P, + 40F,. Mamy zatem

K = 60z? + 160zh

Stad otrzymujemy funkcje zmiennej z opisujacg koszt wykonania zbiornika w zalezno$ci
od dtugosci krawedzi podstawy.

K(z) = 60z + 1440

Wyznaczymy dziedzing¢, boki muszg by¢ dodatnie
D:ze(0,00)

Wyznaczymy pochodna

K'(z) = 120z — 1440

Miejscem zerowejpochodnejjest x = 2¢/15. Mozemy zaobserwowac, ze nalezy do
dziedziny

Naszkicujemy wykres pochodnejw otoczeniu miejsca zerowego

Wyznaczymy tabele
. (0,2\3/15) 9¢/15 (2 : 15,00)
K'(x) — 0 +

K(z) N MIN S



Funkcja osigga minimum dla z = 2+/15. Zatem koszt wykonania zbiornika bedzie

najmniejszy, gdy z = 2v/ 15. Wowczas wysokos$¢ zbiornika wynosi h = 1 ;375 = 3%1_5 m.

Wymiary zbiornika to 2v/15 m x 2v/15 m x @ m.
Przyktad 2

W galerii sztuki zawieszony jest obraz o wysokosci 1, 5 m, tak, ze jego dolny brzeg
znajduje si¢ na wysokosci oczu ogladajacego tj. 1, 7 m od podtogi (zobacz rysunek).
Wyznaczymy w jakiej odlegtosci ogladajacy powinien postawic¢ aparat na podtodze, aby
kat widzenia obrazu byt najwigkszy (pomin wysoko$¢ aparatu).
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Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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Zauwazmy, ze tga = < oraz tg(a + ) = 22,

Rozpisujgc wzor na tangens sumy katow tg(a + () = Effg—?tgg% mamy, ze
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Wyznaczymy tgf
15
R

Zauwazmy, ze dla kata z przedziatu (0°,90°) funkcja tangens jest rosngca. Dlatego
1,5

szukajgc maksimum lokalnego funkciji tg = H% mozemy szuka¢ maksimum lokalnego
=

15

funkcji f(z) = —%x=

Dziedzing jest zbior
D :z e (0,00)

Wyznaczymy pochodng korzystajac ze wzoru na iloraz pochodnych

5(2?+5,44)—152(2z)  —1,522+8,16
(x2+5,44)° (22+5,44)*

flz)=-
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Aby wyznaczy¢ miejsce zerowej pochodnejwystarczy licznik przyrownac do zera.
Miejsca zerowe zaokraglimy do dwoch miejsc po przecinku 1 = —2, 33 oraz x5 = 2, 33.
Pierwsze miejsce zerowe nie nalezy do dziedziny. Naszkicujemy wykres pochodne;j.
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Stworzymy tabele.
T (0;2,33) 2,33 (2,33;00)
p(z) + 0 -
p(z) /! MAX N

Funkcja osigga maksimum w z = 2, 33 m. Ogladajagcy powinien postawi¢ aparat
w odlegtosci 2, 33 m od Sciany.

Przyktad 3

W zbiorniku znajdowato si¢ 300 litrow wody. Po odkreceniu zaworow, w ciggu pierwszej
minuty do zbiornika naptyneto 15 litréw wody, a w kazdej nastepnej minucie o 3 litry
wody wiecej niz w poprzedniej. Jednoczesnie przez zawor odptywowy w ciagu kazdej
minuty wydostawato sie 30 litrow wody. Wyznaczymy w jakiej minucie byto w zbiorniku
najmniej wody.

Rozwigzanie:

Naptywanie wody do zbiornika jest ciggiem arytmetycznym oznaczmy jako a,,
o pierwszym wyrazie 15 i réznicy 3. Natomiast wyptywanie wody ze zbiornika jest
ciggiem arytmetycznym oznaczmy go jako b,, o pierwszym wyrazie 30 i r6znicy 0.

Utworzymy nowy ciag c,, taki, ze ¢, = a,, — b,. Ciag ¢, jest ciaggiem arytmetycznym
o pierwszym wyrazie (—15) i roznicy 3.

Wyznaczymy sume n poczatkowych wyrazow ciggu c,. Skorzystamy ze wzoru


javascript:void(0);

2¢1+(n—1
S, = —cl+(2n LA

—30+(n—1)3
Sn = g )n=%n2—3’2—3n

W zbiorniku byto wczesniej 300 litrow wody. OtrzymaliSmy w ten sposob funkcije
zmiennejn opisujgcg liczbe litrow wody w zbiorniku w czasie

V(n) = 3n?— 3n+300

Oczywiscie badajgc ciggi myslimy o liczbach naturalnych. Jednak rozszerzmy dziedzineg
rozwazanej funkcji do wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich, tj.

D :n e (0,00)

Wyznaczymy pochodna

V'(n) =3n— 3

Miejscem zerowym pochodnejjest n = 10, 5, oczywiScie nalezy do dziedziny.

Naszkicujemy wykres pochodnejw otoczeniu miejsca zerowego

V'(n)

3y

Wyznaczymy tabele
n (0;10,5) 10,5 (10, 5; 00)
V'(n) — 0 +
V(n) Ny MIN S

Funkcja osigga minimum dla n = 10, 5. Oznacza to, ze najwiecej wody w zbiorniku
mieliSmy w jedenastej minucie.



Przyktad 4

Sprzedawca kupuje w hurtowni telefony komorkowe ptacgc 600 zt za sztuke. Sprzedaje
40 telefonéw w cenie 700 zt za sztuke. Pewnego razu zaobserwowal, Ze obnizka ceny

o kazde kolejne 5 zt zwieksza o 5 liczbe sprzedanych telefonéw. Wyznaczymy jaka cene
powinien ustali¢ sprzedawca, aby jego zysk byt najwiekszy.

Rozwigzanie:

Oznaczmy:

5n - obnizka ceny o piec¢ ztotych, n razy,

40 + 5n - liczba sprzedanych telefonéw po obnizce,

700 — 5n — 600 = 100 — 5n - zysk po obnizce.

Tworzymy funkcje zmiennejn opisujaca zysk uzyskany po n-tej obnizce
f(n) = (100 — 5n)(40 + 5n)

Wyznaczymy dziedzine funkcji f pamietajac, ze liczba sprzedanych telefonow to liczba
naturalna oraz ze sprzedawca nie sprzeda telefonu za mniejniz 600zt.

D={1,2,...,20}

Wyznaczymy pochodng korzystajac ze wzoru na pochodng iloczynu

f'(n) = —5(40 + 5n) + 5(100 — 5n)

Upraszczajgc

f'(n) = 5(60 — 10n)

Miejscem zerowym pochodnejjest n = 6. Mozemy zaobserwowac, ze nalezy do dziedziny.
Naszkicujemy wykres funkcji pochodne;j
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Stownik
tangens sumy katow

wyraza si¢ wzorem

tgattef
tg(a + 8) = Toigaigs

dla wszystkich «, 8 oprocz tych dla ktorych tga, tgB lub tg(a + ) jest nieokreslony

pochodna iloczynu

mozemy ja wyliczy¢ ze wzoru

(f(z) - 9(2)) = F(2)9(z) + f(2)g'(2)

suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego

mozemy wyznaczyC ze wzoru

lub




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z ponizszym filmem samouczkiem, a nastepnie wykonaj polecenie.

Wystapit btad

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zadan optymalizacyjnych z kontekstem

realistycznym.

Polecenie 2
Mamy autostrade, w ktérej w kazdym momencie mozna zjechaé i pojecha¢ w dowolng
strone, jednak z predkoscia trzykrotnie mniejszg niz na autostradzie. Odlegtos¢ miedzy

punktami A i B wynosi 10 km, a odlegtos$¢ punktu B od autostrady wynosi 6 km.

| T



https://zpe.gov.pl/a/DTYutiKX7

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @
Cwiczenie 1
Cwiczenie 2
Cwiczenie 3
Cwiczenie 4
Cwiczenie 5
Dziatka w ksztatcie prostokata o polu 150 m? ma by¢ otoczona chodnikiem. Jego

szerokosci po przeciwlegtych stronach trawnika s3 takie same i wynoszg 3 mi2 m

(zobacz rysunek).




Cwiczenie 6 ®
Rolnik hoduje 500 sztuk trzody chlewnej. Ze sprzedazy trzody chlewnej osigga sredni
dzienny dochdd wynoszacy 2500 zt. Oszacowano, ze gdy zwiekszy sie liczbe
hodowanych swin, to dochdéd jaki przynosi srednio dziennie jedna trzoda chlewna,
spadnie o 1 promil wraz z kazdg dodatkowo zakupiong sztuka. Oblicz ile sztuk trzody

chlewnej powinien hodowac rolnik, aby osiggna¢ mozliwie najwiekszy dochdéd.
Cwiczenie 7 @
Cwiczenie 8 @

Swieczka w ksztatcie stozka ma objetos¢ 47r. Wyznacz promien i wysokos¢ tej $wieczki,

wiedzac, ze pole powierzchni catkowitej przyjmuje najmniejsza wartosé.



Dla nauczyciela

Autor: Alicja Dembczak-Kotodziejczyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zadania optymalizacyjne z kontekstem realistycznym
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres podstawowy. Uczen rozwiazuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie
opisac funkcja kwadratowa.

Zakres rozszerzony Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczyny, ilorazu o funkciji ztozone;j;

5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkcj;
6) rozwiazuje zadania optymalizacyjne za pomocga pochodne;j.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje opis matematyczny danej sytuacji w postaci funkcji
» wyznacza dziedzine otrzymanej funkcji

e wyznacza pochodna funkcji

e wyznacza ekstremum lokalne funkcji



» wskazuje w wyznaczonym ekstremum czy funkcja osigga warto$¢ najwigkszg lub
najmniejszg
e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e odwrocona lekcja

Formy pracy:

praca indywidualna

praca w parach

praca w grupach

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z glosnikami, z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen
miat do dyspozycji komputer
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:
» Uczniowie w domu zapoznaja si¢ z materiatem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’.
Faza wstepna:
» Nauczyciel podaje temat lekcji i cele zajec.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na mate grupy. Uczniowie wymieniajg si¢ informacjami
pozyskanymi w domu.

2. Nauczyciel wyswietla zawarto$c¢ sekcji ,Film samouczek”, czyta tres¢ polecenianr1 -
»2Zap0oznaj sie uwaznie z ponizsza prezentacja, a nastepnie wykonaj polecenia”. Po
zapoznaniu si¢ uczniow z materialem omawia ewentualne problemy zwigzane z jego
niezrozumieniem. Uczniowie w grupach rozwigzuja polecenie nr 2 w sekc;ji ,Film
samouczek”. Wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie. Nauczyciel, w razie
potrzeby, uzupeinia informacje.



3. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach zadania z ¢wiczen
interaktywnych.

4. Wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupeinia
informacje.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéow z rozwigzaniem zadan.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu tylko wybrane ¢wiczenia albo te, ktorych uczniowie nie
zdazyli zrobic¢ z sekcji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:
» Pochodna i monotonicznosc¢ funkciji
Wskazowki metodyczne:

»Film samouczek” mozna wykorzystac jako wstep do zaje¢, utrwalajgc w ten sposodb schemat
rozwiazania zadan optymalizacyjnych.


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?cc=4307

