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Okrag wpisany i opisany na trojkacie rownobocznym
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Zrédto: Lidya Kohen, dostepny w internecie: https:/pexels.com/.

Kiedy trojkat jest rownoboczny?

Oczywiscie, jak sama nazwa wskazuje, trojkat jest rownoboczny, gdy wszystkie trzy jego boki
majg jednakowgq dtugosc. Krotkiej refleksji wymaga dostrzezenie, ze warunkiem
rownowaznym jest postulat, by dwa dowolne boki trojkgta miaty te samg dtugos¢ i jeden
(dowolny) z jego katow mial miare 60°. Latwiejjest z postulatem, by dwa katy trojkata miaty
miary rowne 60°. Mozna rowniez analizowa¢ wzajemne relacje migdzy wysoko$ciami

i sSrodkowymi poprowadzonymi z wierzchotkow trojkata — oczywiscie rownos¢ wysokosci

i sSrodkowej poprowadzonych z jednego z wierzchotkow jest niewystarczajgca (ta wlasnos¢
charakteryzuje kazdy trojkat rownoramienny), ale w przypadku, gdy dotyczy to
odpowiednich odcinkéw poprowadzonych z dwoch wierzchotkow, to z pewnoscia mamy
do czynienia z trojkgtem réwnobocznym.

Wiemy, ze w trojkacie réwnobocznym o wysoko$ci h dtugo$¢ promienia R okregu
opisanego na tym trojkacie, jest rowna R = %h, a promien r okregu wpisanego w ten
trojkat jest rowny r = %h. Tymsamym R:r=2:1.

Okazuje si¢, ze warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by trojkat byt rownoboczny
jest, by wspomniany wyzej stosunek dtugosci promienia okregu opisanego na tréjkacie do
dlugosci promienia okregu wpisanego w ten trojkat byt rowny 2.



Twoje cele

o Zastosujesz twierdzenie o promieniach okregow opisanego i wpisanego w trojkat
rownoboczny.

o Zastosujesz twierdzenie Eulera do uzasadnienia nieréwnosci Eulera i zbadania
stosunku miedzy promieniami okregow: opisanego i wpisanego w trojkat, w tym
trojkat rownoboczny.

» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Punkty szczegdlne w trdjkacie rownobocznym

Wiemy, ze w kazdym trojkacie wysokosci przecinajg si¢ w jednym punkcie, zwanym
ortocentrum trojkata. Ten punkt jest jednym z tzw. punktow szczegoélnych trojkata. Innym
punktem szczegdlnym jest Srodek ciezkosci - pojecie znane lepiejadeptom fizyki -

w trojkacie jest to punkt przeciecia trzech jego srodkowych. Wreszcie wspomniec¢ nalezy
punkty szczegolne, ktore sa przedmiotem dzisiejszejlekcji - to Srodek okregu opisanego na
trojkacie, czyli punkt przeciecia symetralnych bokow trojkata oraz Srodek okregu
wpisanego w trojkat, czyli punkt przecigcia dwusiecznych katow wewnetrznych trojkata.

Wybrane punkty szczegdélne tréjkata

Na powyzszym rysunku wysokosci h 4, hp, ho przecinajg si¢ w punkcie H, Srodkowe s 4, sp,
sc przecinaja sie w punkcie S, dwusieczne d4, dg, d¢c przecinajg si¢ w punkcie 1

a symetralne s4p, sgc, Sac przecinajg sie w punkcie O. Nie sposéb nie zauwazyc, ze
jednoczesne poprowadzenie prostych i odcinkéw, wyznaczajgcych poszczegolne punkty
szczegolne, utrudnia dostrzezenie ewentualnych zaleznosci miedzy obiektami.

OczywiScie znacznie latwiej ewentualne zalezno$ci dostrzec w trojkacie rownobocznym,
ale wtedy przestaje to by¢ przestankg do zadawania pytan, bo symetralne bokow sg
jednoczesnie dwusiecznymi katow wewnetrznych trojkata i zawierajg sie w nich wysokosci
i srodkowe trojkata rownobocznego, co oznacza, ze ortocentrum jest sSrodkiem cigzkosci

i sSrodkiem okregow opisanego i wpisanego w ten trojkat.
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Oznaczmy przez H jego ortocentrum, a przez A, By, C; odpowiednie spodki wysokosci
trojkgta réwnobocznego ABC), jak na rysunku.

Ortocentrum tréjkata réwnobocznego

Wtedy mamy oczywiscie |HA,| = |HB;| = |HC,| = r, gdzie r jest promieniem okregu
wpisanego w ten trojkat oraz |HA| = |HB| = |HC| = R, gdzie R jest promieniem okregu
opisanego na tym trojkacie. OczywiScie |HA| = 2|H A, |, co jest w szczegdlnosci
konsekwencjg twierdzenia o Srodkowych w trojkacie (dowolnym), ktore przecinajg si¢

w stosunku 2 : 1. Naturalnie ten sam wniosek mozna wyciagnac, z faktu, ze
. o 1 __ |HCi| __ |HA

Prawdziwe jest zatem ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: o promieniach okregow wpisanego i opisanego na trojkacie rownobocznym

Rozwazmy trojkat réwnoboczny ABC o boku dtugosci a i wysokosci h. Niech R bedzie
promieniem okregu opisanego na tym trojkgcie, a r promieniem okregu wpisanego
V3

w ten trojkat. Wtedy R = %h orazr = %h, gdzie h = a—5-.

Przyktad 1
Wyznaczymy pole trojkata rownobocznego, w ktérym promienie R, r okregéw opisanego

i wpisanego w ten trojkat oraz wysoko$¢ h sa wyrazami ciggu arytmetycznego o roznicy 2

Rozwigzanie:




Na wstepie zauwazmy, ze w trojkacie rownobocznym liczby h, R, r zawsze tworzg cigg
arytmetyczny, a roznica tego ciggu jest rowna %h. Wtedy %h = 2.Stad h = 6 oraz
a = 4+/3. Zatem:

—\ 2
Pp = w = 12V/3.

Przyktad 2

Odlegtos¢ prostej przechodzacej przez srodki dwoch bokow trojkata rownobocznego od
jego ortocentrum jest rowna v/3. Wyznaczymy dtugos¢ a boku tego trojkata.

Rozwigzanie:

A

Na wstepie zauwazmy, ze prosta ta dzieli wysokosc¢ trojkata na potowe. Zatem
V3= |PH| = sh— $h=+h.Stad h = 6/3. Bok trojkata jest wiec rowny:

_ 2 _ 2 _
a = 3h_ﬁ 63 = 12.

Stosunek dtugosci promienia okregu opisanego na trdojkacie do
dtugosci promienia okregu wpisanego w dany trojkat

Relacja miedzy okregami w trojkgcie rownobocznym, w szczegolnosci potozenie srodkow
i stosunek dtugosci promieni charakteryzuja trojkgt rownoboczny. Do takiego wniosku
mozna dojs¢ analizujac twierdzenie Eulera i tzw. nieréwno$c¢ Eulera, ktora jest prosta
konsekwencja tego twierdzenia. Przytoczymy tu wspomniane twierdzenie bez dowodu,
bowiem dotyczy ono szerszej klasy trojkatow.



Twierdzenie: Twierdzenie Eulera

Dany jest (dowolny) tréjkat ABC'. Niech punkt O bedzie §rodkiem okregu o promieniu R
opisanego na tym trojkacie, a punkt I niech bedzie srodkiem okregu o promieniu r
wpisanego w ten tréjkat. Niech d bedzie dtugoécig odcinka OI. Wtedy d*> = R? — 2Rr.

Nierownosé Eulera

Oczywiscie d> >0, czyli R?2 — 2Rr > 0. Prowadzi to do nieréwnoéci R > 2r, gdzie
rowno$¢ zachodzi tylko wtedy, gdy d = 0.

Wida¢ wiec, ze dla trojkata, w ktorym Srodki okregdw wpisanego i opisanego sie¢ pokrywaja,
stosunek dlugosci promieni okregéw wpisanego i opisanego jest rowny 2. Tym samym taki
stosunek jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym, by trojkat byt rownoboczny.

Okregi opisane na tréjkatach rownobocznych w optymalizacji

Na koniec przywolamy zagadnienie zwane ,,okregami Torricellego”, ktore stanowi
rozwiazanie problemu postawionego przez P. Fermata: majac dane na ptaszczyznie trzy
punkty, znajdz czwarty, taki, ze suma jego odlegtosci od trzech punktéow danych osigga
minimum. Evangelista Torricielli wykazal, ze jesli oznaczymy dane punkty jako A, B, C,
nastepnie zbudujemy trojkaty rownoboczne o bokach AB, AC, BC lezace na zewnatrz
trojkata ABC), jak na ponizszym rysunku, to okregi opisane na tych trojkatach przecinaja sie
w jednym punkcie. Punkt ten, zwany punktem Fermata lub punktem Torricellego -
Fermata, jest rozwigzaniem postawionego zagadnienia.

Okregi Torricellego



Stownik

ortocentrum tréjkata

punkt przeciecia si¢ wysokosci trojkgta nazywamy ortocentrum
wysokos¢ tréjkata

najkrotszy z odcinkow tgczacych wierzchotek trojkata z przeciwlegtym bokiem (lub jego
przedluzeniem)

srodkowa w trojkacie

odcinek taczacy wierzchotem ze srodkiem przeciwlegtego boku



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje interaktywna. Ustal potozenie wierzchotkéw tréjkata. Odczytaj dtugosci
promieni 7, R okregdw wpisanego i opisanego na tréjkacie oraz odlegtosé d srodkdéw tych
okregéw. Oblicz warto$¢ wyrazenia R?> — 2R - r — d?. Sformutuj hipoteze dotyczaca wartosci

tego wyrazenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6Y3hPyqE

Polecenie 2

Odlegtosc¢ srodkéw okregdw opisanego na tréjkacie rownoramiennym i wpisanego w dany
tréjkat jest rowna 4. Promien okregu wpisanego jest réwny 3. Wyznacz promien okregu
opisanego budujagc odpowiedni model w Aplecie oraz korzystajac z twierdzenia Eulera.

Polecenie 3

R
T
dtugosci promieni okregdw opisanego i wpisanego w dany tréjkat. Jakie wartosci moze

Przeanalizuj potozenie wierzchotkéw A, B, C tréjkata w konteks$cie wartosci ilorazu

przyjmowac ten iloraz, w szczegélnosci rozstrzygnij, czy moze on by¢ mniejszy niz 2. Zbadaj,

kiedy ten iloraz bedzie réwny 2.


https://zpe.gov.pl/a/D6Y3hPyqE

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Réznica pol miedzy kotami opisanym na trojkacie rownobocznym i wpisanym w ten

tréjkat jest rowna 1. Oblicz pole trojkata.

Cwiczenie 2 ©
Tréjkatem spodkowym tréjkata PQ R nazywamy tréjkat, ktérego wierzchotkami sg
spodki wysokosci tréjkata PQ R. Rozwazmy tréjkat rownoboczny ABC'ijego tréjkat
spodkowy. Réznica dtugosci promieni okregdw wpisanych w trojkat ABC' i jego trojkat
spodkowy jest rowna /3. Oblicz obwéd tréjkata ABC.

Cwiczenie 3 ¢



Cwiczenie 4 ®
W tréjkacie rownobocznym ABC' o boku dtugosci a poprowadzono wysokos$¢ AD

oraz odcinek DFE taczacy srodki dwdch bokéw tego tréjkata, jak na rysunku.

C

A E B

Promien okregu wpisanego w tréjkat £ BD jest réwny 1 Oblicz promien okregu

wpisanego w trojkat AED.
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O

Niech R, r oznaczajg odpowiednio promien okregu opisanego i promien okregu
wpisanego w ten sam tréjkat rownoboczny. Liczby R — r, R - r, R + r tworza

w podanej kolejnosci cigg arytmetyczny. Wtedy

|
—

=o B> I =v B =+
I

I
U



Cwiczenie 7 @®
Rozwazmy dowolny trojkat ABC. Na zewnatrz tego tréjkata, na jego bokach AB, AC
i BC zbudowano trojkaty rownoboczne ABR, ACP i BC(Q). Okregi opisane na
trojkatach AC'P i BC'Q) przecinaja sie w punktach C, S, jak na rysunku.

o
R

Uzasadnij, ze okrag opisany na trojkacie ABR przechodzi przez punkt S.

Utéz w kolejnosci etapy dowodu.

e Korzystajagc ponownie z twierdzenia o czworokgcie opisanym na okregu

otrzymujemy, ze na czworokacie ARBS da si¢ opisa¢ okrag.

e Zauwazmy, ze
""<qASB?|” = 360°—"|"<ASC”|” =" |"<BSC”|” = 360°—120°—120"=:

e Zbadajmy teraz katy w czworokacie ARBS.

e Zauwazmy, ze na kazdym z czworokatow ASCP oraz BQC'S da si¢ opisa¢
okregi.

e Rozwazmy czworokat ASCP. Z twierdzenia o czworokacie wpisanym

w okrag wynika, ze | <ASC” | = 180° —"|"<APC”|” = 120"

e Analogicznie, poniewaz czworokat BQC'S da sie wpisa¢ w okrag, wiec
2 |77 <IBSC77 |77 — 180° _” ‘77 <IBQC7? |77 — 1200 .



e W szczegolnosci otrzymujemy:
""<ARB”|” +7”<ASB”|” = 60°+120°= 180°.

e To konczy dowod.

Cwiczenie 8



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okrag wpisany i opisany na trojkacie rownobocznym
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony,
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria

10) wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wiasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe.
Cele operacyjne:

Uczen:

 stosuje pojecie trojkata opisanego na okregu;

 stosuje pojecie trojkgta wpisanego w okrag;

 stosuje twierdzenie Eulera o odlegtosci miedzy srodkami okregow opisanego
i wpisanego w trojkat rownoboczny;

o przeprowadza dowody geometryczne.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o podanie definicji trojkata rownobocznego i warunkow
rownowaznych (rownos¢ bokow, katéw, dwoch bokow i odpowiednia miara dowolnego
z katow, relacje miedzy wysokosciami i sSrodkowymi). Formutuje problem stosunku
miedzy promieniami okregoéw opisanego i wpisanego w dowolny trojkat (w tym miejscu
warto na chwile uruchomi¢ dotgczona symulacje interaktywna i poprosi¢ o wykonanie
Polecenia 3.).

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia punktow szczegolnych trojkata i po chwili
prezentuje rysunek, na ktorym zaznaczone sg wybrane punkty szczegolne:
ortocentrum, srodek ciezkosci oraz punkty przecigcia si¢ symetralnych
i dwusiecznych. Nastepnie formutuje problem wzajemnego potozenie tych punktow
w trojkgcie rownobocznym - uczniowie formutujg odpowiedz.

2. Nastepnie nauczyciel prezentuje przygotowany wczesniej rysunek trojkata
rownobocznego i prosi o podanie zaleznoSci miedzy promieniami okregow opisanego
i wpisanego w trojkat rownoboczny i wysokosciami tréjkata. Prosi o uzasadnienie
podanej zaleznosci. Nastepnie uczniowie rozwiazuja w parach problemy opisane
w zaproponowanych przyktadach. Wybrany uczen prezentuje rozwigzania na forum
klasy.

3. Nastepnie nauczyciel prosi o uruchomienie dotgczonej symulacji interaktywnej
i wykonanie podanych tam polecen. Nauczyciel przywotuje posta¢ Eulera i formutuje
twierdzenie o odlegto$ci miedzy Srodkami okregdw opisanego i wpisanego i prosi
uczniow o wyciggniecie wnioskow dotyczacych trojkata rownobocznego.

4. Na koniec nauczyciel prezentuje zagadnienie Torricellego, jako przyktad zastosowania
okregow opisanych na trojkacie rownobocznym.



5. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

» Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktére nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Zacheca uczniow do przeprowadzenia dowodu
twierdzenia Eulera.

Materialy pomocnicze:
Okrag wpisany w trojkat
Okrag opisany na trojkacie
Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem.
Mozna wykorzystac jako uzupetnienie tematu o okregach opisanych i wpisanych w trojkat
prostokatny.
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