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Zrédto: Fezbot2000, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Dzial trygonometrii obejmuje zagadnienia zwigzane z zaleznoSciami miedzy dlugosciami
bokow w trojkacie, a miarami katow wewnetrznych. Jedng z zaleznoSci, ktora powstaje
miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata jest jedynka trygonometryczna.
W trakcie lekcji wprowadzimy i udowodnimy jedynke trygonometryczng oraz pokazemy jej
wykorzystanie w rozwigzywaniu probleméw matematycznych.

Twoje cele

» Poznasz twierdzenie dotyczace jedynki trygonometryczne;j.
o Wyznaczysz wartoS¢ sinusa, gdy dany jest cosinus kata ostrego i na odwrot.



Przeczytaj

Juz wiesz

o Sinusem kata ostrego o w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnejlezgcejnaprzeciwko tego kata do dtugosci przeciwprostokatne;.

o Cosinusem kata ostrego a w trojkgcie prostokatnym nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnejlezacej przy tym kacie do dtugosci przeciwprostokatne;j.

W trakcie lekcji poznamy i wykorzystamy wzor na jedynke trygonometryczna.

Twierdzenie: jedynka trygonometryczna

Dla dowolnego kata ostrego a w trojkacie prostokgtnym zachodzi rownos$¢:

20 =1.

sin? a + cos
Wzor ten nazywamy jedynka trygonometryczng.

Dowadd

Narysujmy dowolny tréojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci a i b,
przeciwprostokatnej dtugosci c oraz kacie ostrym «, lezacym przy boku b.

Z definicji funkciji trygonometrycznych wiadomo, ze:
sina = < orazcosa = .

Zatem:

sin2a+cosza:(%)2+(%)2:Z_§+L§:M:%:
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Wazne!

Stosujac rownanie jedynki trygonometrycznej mozemy wyznaczy¢ wartoS¢ sinusa kata
majgc podany cosinus lub odwrotnie. Wzor ten stosujemy rowniez dla katow wiekszych
od 90°.

Przyktad 1

Wyznaczymy warto$c¢ cos a, jezeli dany jest sin o = % oraz o jest katem ostrym.

2

W celu wyznaczenia wartoéci cos a wykorzystamy wzor sin® a + cos? a = 1.

Podstawiamy warto$¢ sin o = %

Otrzymujemy rownanie:

(3)" +cos’a =

3) +cosa=1.

= & wi = 22 1y — —2¥2 poniewaz kat o jest ostry, zat
a = g, wigc cosa = 5= lub cos @ = —=5=. Poniewaz kat « jest ostry, zatem
22

T

Stad cos?

cosa =
Wazne!

Dla dowolnego kata a € (0,90°) mamy, ze sin > 0 oraz cos a > 0, za$ dla
a € (90°,180°) zachodzg warunki: sin « > 0 oraz cos a < 0.

Przyktad 2
Wyznaczymy warto$c sin o, jezeli dany jest cos a = % oraz o jest katem ostrym.

2a=1.

W celu wyznaczenia wartoéci sin a wykorzystamy wzor sin® o + cos
. y: )
Podstawiamy wartoS¢ cosa = .

Otrzymujemy roOwnanie:

sin® a + (%)2 =1.

Stad sin® o = %, wiec sina = @ lubsina = — @ Poniewaz kat « jest ostry, zatem
sina = @
Przyktad 3

Sprawdzimy, czy istnieje taki kat «, dla ktorego sina = % oraz cos o = %.

Podane wartoSci sin a oraz cos a podstawiamy do jedynki trygonometryczne;j.



V2 1\2 _ 2 1 _ 3249 _ 41
Otrzymujemy: ( ) +(1) =5+ =3 =
Poniewaz =~ 144 # 1, zatem nie istnieje taki kat.

Przyktad 4

Wyznaczymy wartoS¢ sin o oraz cos «, jezeli wiadomo ze « jest katem ostrym oraz sinus
tego kata jest dwa razy wiekszy od cosinusa.

Z zadania mozemy ulozy¢ nastepujgcy warunek:
sina = 2 cos a.
Podany warunek podstawiamy do jedynki trygonometrycznej. Otrzymujemy réwnanie:

2

(2cosa)® + cos® o = 1, zatem 5 cos® o = 1.

Czyli cos® a = %, wiec cosa = % lub cosa = —%.
Poniewaz « jest katem ostrym, zatem cos o = é orazsino = 2 - % = %ﬁ
Przyktad 5
Wyznaczymy warto$¢ wyrazenia (sin a + cos a)’, jezeli sin o cos o = 2,
Wykorzystamy wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy.
Zatem mamy:

. 2 a2 2 : _ 2 _ 4 _ 14
(sina +cosa)” =sin“a +cos*a + 2sina-cosa=1+2-+ =1+ 5 =15

Przyktad 6

Wiadomo, ze stosunek sinusa pewnego kata ostrego a do cosinusa tego kata wynosi = 12

Wyznaczymy wartoS¢ wyrazenia sin a + cos o.

sina _ 12 . _ 12
osa = 5 ,zatem sin o = £ COS Q.

Z warunku podanego w zadaniu mamy, ze ——
Podstawiamy to wyrazenie do jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy:

9

(1?2 cos a) + cos? a = 1, co po przeksztalceniu daje 5 16 “2cos’ o = 1.

; . . . 2 25 . 5 .
Z réwnania otrzymujemy, Ze cos” o = 55, Wiec cosa = 73, bo « jest katem ostrym.

: _ 12 5 _ 12
Zatem sin o = 5 " 13 — 13-

i si 12, 5 _ 17
Szukana suma WYynosli sin & + cos & = 13 + T = 13-



Stownik

jedynka trygonometryczna

2

dla dowolnego kata a zachodzi réwnos¢ sin a + cos? a = 1



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja dotyczacg zastosowania jedynki trygonometrycznej do wyznaczania

sinusa lub cosinusa kata.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DvTKrenlY

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcego jedynki trygonometryczne;j.

Polecenie 2

Wyznacz wartos¢ cos a, jezeli:

a)sina = 3 cos a i a jest katem ostrym,

b) sina = % oraz « jest katem rozwartym.



https://zpe.gov.pl/a/DvTKrcnlY

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest kat ostry a.. Potacz wartosé sinusa z odpowiadajgcg mu wartoscig cosinusa:

Sina:% cCosS o = _‘521
sina = % cosa = ﬁ
9
sina = % cosa = ﬁ
2
sina = 3 cosozzz—V710
Cwiczenie 2 ¢

V3

Wiadomo, ze cos o = -3-. Wowczas wartos¢ wyrazenia 3 — 2sin’ « WYNosi:

O 1

Cwiczenie 3
Kat ostry « istnieje, jezeli:

OJ sina:%icosa:%
O Sina:%icosa:@
OJ sina:@icosa:@
0 SiIlOéZ%icosoz:i*_\/g




Cwiczenie 4

: S 2 . 2 . L :
Po przeksztatceniu wyrazenie (sin a + cos &)” + (sin @ — cos )" mozna zapisa¢ w postaci:

O -2
O 2

() 4sinacosa

Cwiczenie 5
Rozwigz krzyzowke

Tréjkat zbudowany z przyprostokatnych i przeciwprostokatnej.

Tréjkat, ktéry ma co najmniej dwa boki jednakowej dtugosci.

2

Wyrazenie sin?a + cos’a =1to inaczej ... trygonometryczna.

Jedna z funkcji trygonometrycznych.

AR

Bok w tréjkacie prostokatnym lezacy przy kacie prostym.

Cwiczenie 6
sin a + COS (6%

cosa sno PO uproszczeniu jest postaci:

Wyrazenie ===

—1
O sin o cos «
() sinacosa

O woa
sin a cos a



Cwiczenie 7

Cwiczenie 8
Wstaw w tekst odpowiednie liczby:




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jedynka trygonometryczna

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele nauczania - wymagania ogolne:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

sin

, ) ) o o
4) korzysta ze wzorow sin” a + cos” a = 1, tga = = -

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» przeprowadza dowdd twierdzenia dotyczgcego jedynki trygonometrycznej;

» wykorzystuje jedynke trygonometryczng do znajdowania wartos$ci sinusa kata, gdy dany
jest cosinus;

» znajduje cosinus kata ostrego, gdy dany jest sinus.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
o dyskusja;



e zuzyciem e-podrecznika;
 objasSnienie nowejwiedzy.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,Jedynka trygonometryczna” oraz wspolne z uczniami
ustalenie kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyklady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Nauczyciel wyswietla zawarto$c¢ sekcji ,Animacja”. Po zapoznaniu si¢ uczniow
z materialem omawia ewentualne problemy zwiazane z jego niezrozumieniem.
Uczniowie w parach rozwigzuja Polecenie 2, wyniki omawiajg na forum klasy.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

4. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po kazdym
zakonczonym zadaniu wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie ma forum klasy.



5. Zadania numer 6, 7i 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel przypomina temat zaje¢: ,Jedynka trygonometryczna” i podsumowuje
przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Jedynka trygonometryczna”).

Materialy pomocnicze
» Tozsamosci trygonometryczne
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Jedynka trygonometryczna”


https://epodreczniki.pl/a/tozsamosci-trygonometryczne/De6LvWUn8

