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Skad sie wziat technologiczny sukces kota?

Badanie archeologiczne wskazuja, ze juz w IV tysiacleciu p. n. e. w Mezopotamii
wykorzystywano koto, a niedlugo p6zniej trafito ono do Europy. Zaskoczeniem dla badaczy
cywilizacji prekolumbijskiej obu Ameryk, w okresie pozniejszym o blisko piec¢ tysiecy lat,
byta nieznajomos¢ kota, w kontekscie jego technologicznego wykorzystania, np.

w transporcie.

Podstawg funkcjonowania stosowanego w pojazdach kota jest mozliwos¢ znacznej redukcii
tarcia i tym samym sity, jakiej potrzeba, by wprawic¢ pojazd w ruch oraz stabilnos¢, jaka
gwarantuje fakt, ze przymocowanie pojazdu do osi obrotu kot zapewnia niezmiennosc¢ jego
potozenia wzgledem poziomego podtoza, w szczegolnosci staly przeswit (szerokosc¢)
miedzy podtozem a podloga pojazdu. Inaczej mowigc, istnieja dwie réwnolegte proste - po
jednej z nich mozna toczy¢ koto, a druga ,lezy” na tym kole.



Witasnos¢ okregu
Zrédto: Jenifer)J, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/, licencja: CC 0 1.0.

Pod koniec XIX wieku pokazano, ze istniejg inne figury, ktore gwarantujg tak zdefiniowana
niezmiennoS¢ potozenia. Rozwazmy trojkat rownoboczny i trzy okregi, ktorych srodkami sg
wierzcholki trojkata, a ktore przechodzg odpowiednio przez dwa pozostate wierzchotki, jak
na rysunku.

Konstrukcja tréjkata Reuleaux
Suma powstatych wycinkow kota tworzy figure, pokolorowang na rysunku, zwana trojkgtem
Reuleaux (od nazwiska jego tworcy).

Okazuje sie, ze tak zdefiniowang figure mozna toczy¢ miedzy dwiema prostymi o state;
odlegtosci.


javascript:void(0);

Figura o statej szerokosci

Twoje cele

o Poznasz pojecie styczneji siecznej.

» Bedziesz bada¢ wzajemne potozenie prosteji okregu i sformutujesz kryteria
pozwalajagce to potozenie okreslic.

» Skonstruujesz styczng do okregu o zadanych wilasnosciach.

o Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

Definicja: Odlegtos¢ punktu od proste;j

Odlegto$cia punktu P od prostej k nazwiemy dtugos$¢ najkrotszego z odcinkow PQ),
gdzie Q) € k.

Twierdzenie: Odlegtos¢ punktu od prostej

Niech dana bedzie prosta k i punkt P nie lezacy na tej prostej. Niech [ bedzie prosta
prostopadla do ki przechodzacg przez punkt P. Niech () bedzie punktem wspolnym
prostych ki l. Dlugos$¢ odcinka PQ) jest odleglo$cig punktu P od prostej k.

Odlegto$¢ punktu od prostej

Dowadd

Zauwazmy, ze dowolny punkt R € k, R # @ jest koncem przeciwprostokatnej
w tréjkacie prostokatnym PQ R, wiec jego dtugos¢ jest wieksza od dlugosci odcinka PQ.
Co konczy dowod.

Rozwazmy okrag o srodku w punkcie O i prosta k, ktora lezy catkowicie na zewnatrz
okregu (nie ma z nim punktoéw wspoélnych) i zaznaczmy odcinek, ktory wyznacza odlegtosc
prostej k i punktu O.



Odlegto$¢ punktu od prostej

Oczywiste jest wowczas twierdzenie.

Twierdzenie: Prosta roztaczna z okregiem

Jezeli prosta lezy poza okregiem, to jej odlegtos¢ od srodka okregu jest wieksza od
promienia.

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.
Twierdzenie: Twierdzenie odwrotne - prosta roztagczna z okregiem

Jezeli odlegltos¢ prostejod srodka okregu jest wieksza od promienia, to prosta ta lezy
poza okregiem.

Definicja: Sieczna

Prosta, ktora przecina okragg w dwoch roznych punktach nazywamy sieczng tego okregu.

Rozwazmy okrag o srodku w punkcie O i prosta k, ktora jest jego sieczng i przecina okrag
w punktach A i B. Zaznaczmy na prostej punkt P, ktéry wyznacza odleglo$¢ prostej k
i punktu O.



Sieczna okregu

Oczywiste jest wowczas twierdzenie.

Twierdzenie: Sieczna

Jezeli prosta jest sieczng okregu, to jej odleglo$¢ od $rodka okregu jest mniejsza od
promienia.

Prawdziwe jest rOwniez twierdzenie odwrotne.
Twierdzenie: Twierdzenie odwrotne - sieczna

Jezeli odlegtos¢ prostejod Srodka okregu jest mniejsza od promienia, to prosta ta jest jego
sieczna.

Definicja: Styczna

Prostg, ktora ma z okregiem doktadnie jeden punkt wspolny nazywamy styczng do
okregu. Punkt wspolny styczneji okregu nazywamy punktem stycznosci.

Prawdziwe sg wowczas nastepujgce twierdzenia.
Twierdzenie: Styczna

Jezeli prosta jest styczng do danego okregu, to jej odlegtos¢ od srodka okregu jest rowna
promieniowi.

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.
Twierdzenie: Twierdzenie odwrotne - styczna

Jezeli odlegltos¢ prostejod srodka okregu jest rowna promieniowi, to prosta ta jest
styczng do danego okrgu.



Whiosek: Zauwazmy, ze z definicji odlegtosci wynika, ze promien poprowadzony do punktu
stycznosci jest prostopadtly do styczne;j.

Przyktad 1

Dany jest okrag o srodku O i punkt P lezacy na tym okregu. Przeprowadzimy konstrukcije
stycznej do danego okregu, ktora bedzie przechodzita przez punkt P.

1. Prowadzimy prosta przechodzgca przez srodek okregu i punkt stycznoSci.

2. Rozwartos$cig cyrkla rowng promieniowi zaznaczamy na prostej punkt D tak, aby
punkt P byt $rodkiem odcinka OD.

3. Kreslimy symetralng odcinka OD - zakreS$lajgc z punktow O i D tuki okregow o tym
samym promieniu, az do przeci¢cia sie.

4. Przez punkty A i B - przeciecia si¢ lukow - kreslimy prosta. Jest to szukana styczna.

Konstrukcja stycznej przez punkt na okregu

Przyktad 2

Odleglosc¢ siecznej od srodka okregu jest rowna 2. Dlugos¢ odcinka, o koncach
w punktach wspolnych tejsieczneji okregu, jest rowna promieniowi R tego okregu.
Obliczymy R.

Rozwigzanie:




Zauwazmy, ze przy przyjetych na rysunku oznaczeniach mamy: |AB| = R.
Ale trojkat ABO jest trojkatem réownobocznym, w ktorym |OP)| jest dlugoscig wysokos$ci.
Zatem |OP| = RT‘/g.

e BV3 _ 4 _ 48
Mamyw1@cT—2,astadR—%—T.

Na koniec udowodnimy oczywiste, a przy tym interesujace twierdzenie.

Twierdzenie: Srednica okregu

Srednica okregu jest rowna sumie dtugoéci odcinkéw opuszczonych z koncow tej
Srednicy na dowolna styczna.

Dowad

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.




Zauwazmy, ze promien OP jest linig Srodkowa w trapezie BRQ A.

Zatem |OP| = w.

Ale |AB| = 2 - |OP|. Stad teza.

Stownik
linia Srodkowa w trapezie

linig Srodkowg w trapezie nazywamy odcinek 1gczacy $rodki ramion trapezu; linia
srodkowa w trapezie jest rownolegla do podstaw trapezu, a jej dlugos¢ jest srednia
arytmetyczng dtugosci podstaw
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Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet i przeanalizuj konstrukcje STYCZNEJ DO DANEGO OKREGU
| ROWNOLEGLEJ DO DANEJ PROSTEJ. Zwrd¢ szczegdlng uwage na odlegtoéci miedzy
prosta i otrzymanymi stycznymi.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DzD4d1FH1

Polecenie 2

Odlegtosci danej prostej od dwéch stycznych do pewnego okregu sa rowne x, y i sg liczbami
catkowitymi. Suma z + y jest rowna iloczynowi x - y. Oblicz promien okregu.

Polecenie 3

Poprowadzono styczne do pewnego okregu, rownolegte do prostej k. lloczyn odlegtosci tych
stycznych od prostej k jest rowny 70, a suma tych odlegtosci jest réwna 17. Oblicz promien
okregu.



https://zpe.gov.pl/a/DzD4d1FH1

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Punkt P jest punktem przeciecia sie prostopadtych
stycznych do danego okregu o $rodku O. Odcinek OP ma dtugosc 4. Promien okregu jest
rowny:

O 4
O 8
O 42

O 2v2

Cwiczenie 2 ®

Sieczna przecina okrag o promieniu r w punktach A i B. Promien r jest $rednig arytmetyczng
odlegtosci | AB| i odlegtosci siecznej od $rodka okregu i jest o 1 dtuzszy od odlegtosci siecznej
od srodka okregu. Oblicz promien r okregu.




Cwiczenie 3

Na rysunku ponizej przedstawiono tréjkat Reuleaux.

lle wynosi pole tego tréjkata? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 7m—+3
O 7+2V3
O o2 — /3

O 2r—23

Cwiczenie 4

Przeprowadz nastepujaca konstrukcje: z punktu P lezgcego na danym okregu o srodku

w punkcie O zakre$lamy okrag o promieniu réwnym promieniowi wyjéciowego okregu.

W przecieciu z danym okregiem otrzymujemy dwa punkty - jeden z nich oznaczamy jako Q).
Prowadzimy prosta OQ) i na niej odktadamy odcinek Q) R, o dtugosci réwnej dtugosci OP
w taki sposéb, by O # R. Przez punkty R, P prowadzimy prosta. Uzasadnij, ze otrzymana
prosta RP jest styczng do danego okregu, przechodzaca przez punkt P.



Cwiczenie 5

Na trojkacie rownobocznym ABC opisano okrag o $rodku w punkcie O i poprowadzono
styczne do tego okregu w wierzchotkach tréjkata. Styczne te przeciety sie parami odpowiednio
w punktach P, @, R. Oblicz promien okregu, jezeli |OP| = 6.

Cwiczenie 6

Dwie wzajemnie prostopadte proste sg odpowiednio sieczng i styczng do pewnego okregu.
Réznica odlegtosci tych prostych od srodka okregu jest rowna 7, a odlegos¢ srodka okregu od
punktu wspdlnego jest rowna 17. Oblicz promien okregu. Utéz w kolejnosci odpowiednie
etapy rozwigzania.

Cwiczenie 7 @

Zbadaj wzajemne potozenie prostej i okregu majac dane odlegtos¢ d prostej od srodka
i promien r okregu. Dopasuj je, tgczac w pary.

. - s - 4
Prosta jest styczna do okregu. r= \/6 V2 + 3,d= Tss

Prosta jest sieczng okregu. r= |3 — 2\/§| + ‘2\/_ — 3|, d=2

Prosta lezy poza okregiem (prosta nie S
ma punktéw wspodlnych z okregiem). r=17- 4/3++3,d=2



Cwiczenie 8 @
Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Dane s3 trzy proste rownolegte k, [, m. Proste te sg
odpowiednio sieczng, styczng oraz prostg lezaca poza okregiem. Suma ich odlegtosci od
$rodka okregu jest réwna 36. Gdyby promien okregu zmniejszy¢ o 3, to okrag bytby styczny

do prostej k, a gdyby promien okregu zwiekszy¢ o 3, to okrag bytby styczny do prostej m.
Promien okregu jest rowny:

O 12
O 18
O 9

O 15



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzajemne polozenie prostej i okregu

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» okresla wzajemne potozenie prosteji okregu

 stosuje twierdzenia ustalajgce kryterium wzajemnego potozenia prosteji okregu
» przeprowadza podstawowe konstrukcje geometryczne

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:



e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzic¢, majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym - wowczas w grze uczestniczy cata klasa

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje pytania nawigzujace do historii wynalezienia kotla i jego zastosowan
w technice.

2. Nauczyciel prosi o wskazanie cech, ktore decyduja o zastosowaniu kota w transporcie.
Tak kieruje rozmowg, by nawigza¢ do cechy, ktérg mozna nazwac ,,niezmienniczoscig
szerokosci”.

3. Nauczyciel pyta o inne figury o takiej wlasnosci (mozliwe, ze pojawi si¢ informacja
o silniku Wankla).

4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o podanie przyktadow sposobow ustalania odlegtosci miedzy
zadanym punktem a obiektem. Tak prowadzi rozmowe, by pojawita si¢ kwestia
najkrotszego odcinka. Nastepnie podaje definicje odleglosci i twierdzenie z tym
zZwigzane.

2. Nauczyciel prosi uczniow o oméwienie wzajemnego potozenia prosteji okregu
w kontekscie liczby punktow wspolnych. Nastepnie odnosi to do odlegtosci miedzy
prostg i srodkiem okregu.

3. Uczniowie uruchamiajg aplet GeoGebry i wykonujg zawarte w nim polecenia.

4. Nauczyciel prosi uczniow o sformutowanie odpowiednich twierdzen wzajemnego
polozenia prosteji okregu i twierdzen odwrotnych.

5. Nauczyciel formutuje kolejno przyktady i prosi uczniéw o rozwigzanie postawionych
tam problemow.

6. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

« Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.



Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaty wykonane w czasie zajgc.

Materialy pomocnicze:
Wzajemne potozenie prosteji okregu
Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna zastosowa¢ w ramach powtoérzenia przed sprawdzianem.
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