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O podziale na tréojkaty szesciokata gwiazdzistego foremnego

Dla danego n-kata foremnego mozemy rozwazy¢ tamang zamknietg o n wierzchotkach,
utworzonag z tych przekatnych tego wielokata, ktore maja rowna dtugos¢ - otrzymujemy
wowczas wielokat foremny gwiazdzisty.

Tak zdefiniowane pojecie mozna uogolnic i dopusci¢ mozliwos¢ naktadanie sie wielokatow
zbudowanych z przekatnych réwnej dtugosci. Wowczas szeSciokgtem gwiazdzistym
foremnym nazwiemy figure, ktora powstanie w wyniku natozenia na siebie dwoch
trojkatow rownobocznych, jak na rysunku.



Szedciokat foremny gwiazdzisty

Poprowadzimy teraz przekgtne wyjsciowego szeSciokata oraz przekatne szesciokata,
ktorego wierzchotkami sg punkty przeciecia trojkatow wyznaczajgcych szesciokat
gwiazdzisty.

Triangulacja szesSciokata gwiaZzdzistego

Odcinki te podzielily figure na przystajace trojkaty prostokatne - ich przystawanie pozwala
tatwo wyznacza¢ zwigzki miarowe miedzy bokami wyjsciowego szeSciokata foremnego

i szeSciokatem gwiazdzistym. Przystawanie trojkgtow prostokatnych jest tematem tego
materiatu.



Twoje cele

e Zastosujesz cechy przystawania trojkgtow do badania przystawania trojkatow
prostokatnych.

» Zastosujesz cechy przystawania trojkgtow prostokatnych.

» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Trojkaty przystajace

Wiemy, Ze trojkaty sa przystajace, gdy ich odpowiednie boki maja rowne dtugosci

i odpowiednie katy majg rowne miary. Oznacza to, ze przystawanie trojkatow jest
zdefiniowane poprzez réownosci trzech par bokow oraz trzech par odpowiednich katow -
tym samym definicja wymaga jednoczesnego spetnienia szeSciu warunkow. Znamy jednak
podstawowe twierdzenia ustalajgce warunki rownowazne przystawaniu trojkgtow,

w ktorych wystarczy zbadac trzy sposrod szesSciu warunkow - sg to cechy przystawania
trojkatow.

Pierwsza z cech orzeka, ze trojkaty sg przystajace, jesli boki jednego trojkata sg rowne
odpowiednim bokom w drugim trojkacie (cecha bok - bok - bok, krotko bbb).

Druga cecha stwierdza, ze trojkaty sg przystajace, jesli dwa boki jednego trojkata sg rowne
odpowiednim dwom bokom drugiego trojkata i katy zawarte miedzy tymi parami bokow
w obu trojkatach sg rowne (cecha bok - kat - bok, krotko bkb).

Wreszcie trzecia cecha (kat - bok - kat, krotko kbk) stwierdza, ze trojkaty sg przystajace,
jesli jeden bok pierwszego trojkata i katy przylegle do tego boku sg rowne odpowiednio
bokowi i kagtom przyleglym do tego boku w drugim trojkacie.

Przystawanie trojkatow prostokatnych

Pokazemy, ze w trojkacie prostokgtnym te cechy mozna sformutowac jeszcze inacze;j.
Udowodnimy na wstepie ponizsze twierdzenie

Twierdzenie: Pierwsza cecha przystawania tréjkatéw prostokatnych

Jezeli przeciwprostokatna i jedna z przyprostokatnych jednego tréjkata sg odpowiednio
rowne przeciwprostokatneji jednejz przyprostokagtnych drugiego trojkata, to trojkaty te
sg przystajace.

Dowod

Rozwazmy trojkaty prostokatne ABC oraz A’B’C”, o katach prostych przy
wierzchotkach odpowiednio Bi B’, takie, ze |AC| = |A’C’| oraz |AB| = |A’B’|.
Rozwazmy takie potozenie tych trojkatow, w ktorym wierzchotki Ai A’, oraz Bi B’, si¢
pokrywaja, jak na rysunku.
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Pierwsza cecha przystawania tréjkatéw prostokatnych

Zauwazmy, ze wowczas |[<<CBA| + |<ABC| = 180°, co oznacza, ze punkty C, B, C’ s3
wspolliniowe, a punkty C, A, C’ sa wierzchotkami tréjkata rownoramiennego

o wysoko$ci AB. Poniewaz w trojkacie rownoramiennym C AC” wysokos¢ AB jest
jednoczes$nie dwusieczng kata <CAC’, wiec a = 3. Zatem ANABC = A A’B’C’ na mocy
cechy bkb przystawania trojkatow (dowolnych).

Twierdzenie: Druga cecha przystawania trojkatéw prostokatnych

Jezeli dwie przyprostokatne jednego trojkata s3 odpowiednio rowne dwom
przyprostokatnym drugiego tréjkata, to trojkaty te sa przystajace.

Dowad

Rozwazmy trojkaty prostokatne ABC oraz A’B’C”, o katach prostych przy
wierzchotkach odpowiednio Bi B’, takie, ze | BC| = |B’C’| oraz |AB| = |A’B’|.
Zauwazmy, ze poniewaz katy miedzy parami przyprostokatnych (katy proste) sa

odpowiednio rowne w obu trojkgtach, to na mocy cechy bkb przystawania trojkgtow
(dowolnych) mamy, ze AABC = AA’B’C".

Twierdzenie: Trzecia cecha przystawania tréjkatéw prostokatnych

Jezeli przyprostokatna i jeden z katow ostrych jednego trojkata s3 odpowiednio rowne
przyprostokatneji jednemu z katow ostrych drugiego trojkata, to trojkaty te sg
przystajace.

Dowadd



Rozwazmy trojkaty prostokatne ABC oraz A’B’C”, o katach prostych przy
wierzchotkach odpowiednio Bi B’, takie, ze |AB| = |A’B’| oraz |[<BAC| = |<B’A’C"|,
jak na rysunku.

B C

Trzecia cecha przystawania tréjkatéw prostokatnych

Zauwazmy, ze wowczas przy rownych bokach AB oraz A’B’ pary katow przyleglych sa
odpowiednio réowne. Zatem na mocy cechy kbk przystawania trojkatow (dowolnych)
mamy, ze NAABC = AA’B’C".

Twierdzenie: Czwarta cecha przystawania trojkatéw prostokatnych

Jezeli przeciwprostokatna i jeden z katoéw ostrych jednego trojkata sg odpowiednio
rowne przeciwprostokatneji jednemu z katow ostrych drugiego trojkata, to trojkaty te sg
przystajace.

Dowod

Zauwazmy, ze teza wynika natychmiast z cechy kbk przystawania trojkatow (dowolnych),
jak w poprzednim dowodzie.

Przyktad 1

Rozwazmy trojkat ABC, w ktorym | BC| = 3 oraz |AC| = 4. Naboku AB lezg
wierzchotki E, F' prostokata, ktorego dwa pozostate wierzchoiki lezg odpowiednio na
pozostatych bokach danego trojkata, jak na rysunku.



Wyznaczymy pole prostokgta DEFG, jesli AGFB = ADCG.
Rozwigzanie:

Na wstepie zauwazmy, ze trojkat DCG jest trojkatem prostokgtnym, poniewaz trojkgtem
prostokatnym jest trojkat GF' B. Zatem jeden z jego katow jest prosty i musi to by¢ kat
przy wierzchotku C. Ale to oznacza oczywiscie, ze trojkat ABC takze jest trojkatem
prostokatnym o przeciwprostokatnej réwnej 5. Zauwazmy, ze trojkat ABC oraz trojkaty
ADE, DGC oraz GBF s3 podobne.

Przyjmijmy |BG| = ¢ = |DG| = |EF
|GF| = 4z = |DE|.

,wtedy: |CG| = 3 — ¢ = |BF| oraz

Z podobienstw odpowiednich trojkgtow wynika takze, ze % = %, stad

[AB| = 3 - (52) = £

Poniewaz |AE| + |EF| + |BF| = |AB| = 5, wiec 0z + z + (3 — z) = b.

15 15

Stad z = %, a pole prostokata jest rowne - - (% . ?) = 5

1_6.

Pole a przystawanie trojkatow

Przypus¢my, ze dane sa dwa trojkaty o rownych polach, w ktorych jeden z bokow jednego
trojkata jest rowny bokowi w drugim trojkgcie. OczywisScie tak zadane warunki nie sa
warunkiem wystarczajacym, by trojkaty te byly przystajace, co tatwo zauwazy¢ analizujgc
ponizszy rysunek.



Pole a przystawanie tréjkatow

Jesli prosta k jest rownolegta do podstawy AB kazdego z narysowanych trojkgtow, a rozne
wierzchotki C, Cy, C5 leza na tej prostej, to pola trojkatow ACT B, ACyB oraz AC3B s3
rowne. Jednoczes$nie widag, ze te trojkaty nie moga by¢ przystajgce (bytoby to mozliwe dla
dwoch sposrod takiej trojki trojkatow, ktore bylyby symetryczne wzgledem symetralne;j
podstawy AB).

Jednak w przypadku tréojkatow prostokatnych jest inaczej. Oczywiscie, jesli dwa trojkaty
majg po jednej przyprostokatnej rownej dlugosci i oba te trojkaty maja rowne pola, to stad
wynika natychmiast rownos$c¢ takze drugich przyprostokatnych, co na mocy drugiej cechy
przystawania trojkatow prostokgtnych pozwala stwierdzi¢, ze takie trojkaty sa przystajace.
Zajmiemy sie wiec ponizej przypadkiem nieco trudniejszym.

Przyktad 2

Pokazemy, ze jesli dwa trojkaty prostokatne o rownych przeciwprostokatnych maja
rowne pola, to sg przystajace.

Rozwigzanie:

Rozwazmy trojkaty prostokatne ABC'i A; B;CY, o katach prostych odpowiednio przy
wierzchotkach C oraz (] i takie, ze przeciwprostokatne maja réwne dtugosci, czyli
|AB| = |A1By|.

Rozwazmy takie potozenie tych trojkatow, by A = A, oraz B = By, a wierzcholki C oraz
C1 lezaly po jednej stronie prostej AB.

Rownos¢ pol obu oznacza, ze wierzchotki C oraz C lezg w tej samej odlegtosci od proste;j
AB, czyli na pewnej prostej k rownolegtej do AB, jak na rysunku.
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Pole a przystawanie tréjkatow prostokatnych

Jesli C' = C to przystawanie odpowiednich trojkatow jest oczywiste.

Przypu$¢my wiec, ze punkty C, C; sa rozne. Wiemy, ze kazdy tréjkat prostokgtny mozna
wpisa¢ w okrag, ktorego srednicq jest przeciwprostokatna. Zatem wierzchotki kata
prostego musza leze¢ zar6wno na prostej k, jak i na okregu, ktorego $rednicg jest bok AB
. Tym samym istniejg co najwyzej dwa takie punkty (wspolne prosteji okregu). Dotgczmy
zatem do rysunku okrag o $rednicy AB i §rodku O.

Pole a przystawanie tréjkatéw prostokatnych - dowdd

Pozostaje teraz przywotac twierdzenie dotyczace geometrii w okregu:
o w kazdym okregu katy wpisane oparte na tym samym luku maja rowne miary;
» rowne miary majg katy wpisane oparte na dwoch tukach réwnej dtugosci;

« jezeli tuki tego samego okregu sg rownej dtugosci, to odpowiadajgce im cieciwy sg
takze rownej dlugosci.



Proste ABi CC sg réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy |[<<BAC}| = |<AC,C|, ale to
oznacza (patrz powyzsze stwierdzenia), ze w szczegolnosci |AC| = |BC|. Zatem na
mocy pierwszej cechy przystawania trojkatow prostokatnych (rownos¢
przeciwprostokatnych i jednej pary przyprostokatnych) mamy AABC = AA;, B, (.

Stownik
cechy przystawania trojkatow

zestaw twierdzen okreslajagcych warunki rownowazne wystepowania relacji przystawania
miedzy dwoma trojkatami



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Zmieniaj potozenie wyréznionego punktu D lezacego na przyprostokatnej AC
trojkata prostokatnego ABC' w taki sposéb, aby dwa sposrdd tréjkatéw CBD, EBD oraz
EAD, na ktore podzielony jest tréjkat ABC' byty przystajace.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DZFn52w2W

Polecenie 2

Wyznacz wszystkie wartosci miary kata DBE, dla ktérych dwa sposrad tréjkatéw CBD,
EBD oraz EAD s3 przystajace.

Polecenie 3

Rozwazmy tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej AB. Punkty D oraz E leza odpowiednio
na przyprostokatnej AC oraz przeciwprostokatnej AB w taki sposéb, ze odcinek DFE jest
prostopadty do boku AB. Wyznacz katy tego tréjkata, jesli AEAD = AEBD = ACBD.



https://zpe.gov.pl/a/DZFn52w2W

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Uzasadnij, ze jesli wysokos$¢ tréjkata prostokatnego ABC, poprowadzona z wierzchotka kata

prostego, dzieli ten trojkat na dwa trojkaty o rownych polach, to tréjkat ABC jest
rownoramienny.

Cwiczenie 2 @)
Wykaz, ze dwusieczna kata jest zbiorem punktéw réwno odlegtych od jego ramion.
Cwiczenie 3 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Boki tréjkata prostokatnego ABC' maja odpowiednio dtugosci
5,12, 13. Trojkat DEF jest przystajacy do tréjkata ABC. Jeden z bokéw trojkata DEF ma
dtugosc:

O /48 +244/3 — \/48 — 24+/3
O V12-6vV3+ V12 +6v3

O V12-6V3 - V12463

O V48 + 243 + V48 — 24/3



Cwiczenie 4

Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC, o przeciwprostokatnej A B dtugosci 12. Na boku AB
lezg wierzchotki E, F' kwadratu o polu réwnym 16, ktérego dwa pozostate wierzchotki lezg
odpowiednio na pozostatych bokach danego tréjkata, jak na rysunku.

Kwadrat wyznaczyt trzy trojkaty prostokatne, z ktérych dwa sa przystajgce. Wyznacz pole
trojkata ABC.



Cwiczenie 5

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Wybierz PRAWDA, jesli zdanie jest prawdziwe oraz
FALSZ, jesli zdanie nie jest prawdziwe.

Prawda Fatsz
Jesli dwa boki w tréjkacie
prostokatnym 77 sg réwne
dwém bokom w trojkacie O O
prostokatnym 75, to
ATl = ATQ

Jesli dwa katy w tréjkacie
prostokatnym 77 sa
odpowiednio rowne dwém
katom w tréjkacie O O
prostokatnym 15, to
ATl = AT2

Jesli dwa boki i jeden kat
w tréjkacie prostokatnym
T sa réwne dwdém bokom
i katowi w trojkacie O O
prostokatnym 15, to
ATl = AT2

Jesli dwa boki i dwa katy
w tréjkacie prostokatnym
T} sa odpowiednio réwne
dwém bokom i dwom O O
katom w tréjkacie
prostokatnym 15, to
ATl = ATQ

Jedli jedna
z przyprostokatnych i jeden
kat ostry w trojkacie
prostokatnym 77 s3
odpowiednio rowne O O
przyprostokatnej i katowi
w tréjkacie prostokatnym
T2, to ATl = ATQ



Cwiczenie 6

Zaznacz poprawng odpowiedz. Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ABC ma dtugosé
12, ajeden z katow ostrych ma miare 40°. Trojkat DEF jest przystajacy do trojkata ABC,
a jego katy ostre maja miary 2z + 3y (wiekszy kat ostry) oraz 5 — y. Wtedy:

xr=8",y=28"

x=15",y=25"

x=5",y=10"

o O O O

x=10",y=10"



Cwiczenie 7

Udowodnij, ze w tréjkacie prostokatnym, w ktérym jeden z katédw ostrych jest dwa razy
wiekszy od drugiego kata ostrego, przeciwprostokatna jest dwa razy dtuzsza od jednej

z przyprostokatnych.

Utdéz w kolejnosci etapy dowodu.

Poprowadzmy przez punkt D prosta prostopadta do przeciwprostokatnej, a punkt
wspolny tej prostopadtej i przeciwprostokatnej oznaczmy jako E.

Na mocy pierwszej cechy przystawania tréjkatéw prostokatnych, mamy, ze
NAED = ABED.

Otrzymali$my trojkaty AED oraz BE D, ktére sa tréjkatami prostokatnymi
o wspodlnej przyprostokatnej D E oraz réwnych przeciwprostokatnych AD oraz BD

Zauwazmy, ze trojkat AD B jest tréjkatem rownoramiennym, w ktérym
|AD| = |BD|.

Poprowadzmy dwusieczng kata ABC i oznaczmy przez D punkt, w ktorym ta
dwusieczna przecina przyprostokatng AC.

Zatem, w szczegdlnosci |AE| = |BE|.

Zauwazmy ponadto, ze trojkaty BED oraz BC D s3 tréjkatami prostokatnymi
o wspolnej przeciwprostokatnej BD, w ktorych |<DBC| = |<DBE|. Zatem
ABED = ABCD, co oznacza w szczegdlnosci, ze | BE| = | BC|.

Stad |AB| = |AE| + |BE| =2 - |BE| = 2 - | BC)|. To konczy dowdd.

Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC'i przyjmijmy, ze
|<ABC| =2-|<CAB| < 90".
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Cwiczenie 8

@

Na rysunkach przedstawiono wybrane informacje o dtugosci bokéw i miarach katéw

wewnetrznych par tréjkatow prostokatnych. Ocen, czy te pary tréjkatéw sa przystajace
i zaznacz wszystkie pary, ktore sg przystajace.

7 O
8
4
g 4
UJ
8 8
: 30 )
OJ
6
40° 6
4
[ 40




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cechy przystawania trojkatow prostokatnych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow;

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych;
8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegodlne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, Srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wtasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje pojecie figur przystajacych;

» wykorzystuje pojecie trojkatow przystajacych;

 stosuje cechy przystawania trojkatow;

» wykorzystuje cechy przystawania trojkatéw prostokatnych;



o przeprowadza dowody geometryczne.
Strategie nauczania:

o konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o stoliki zadaniowe.

Formy pracy:

» pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje t¢ mozna przeprowadzic¢, majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia wielokatow foremnych i wielokgtow
gwiazdzistych. Prosi o rozstrzygniecie problemu istnienia szeSciokgta gwiazdzistego
oraz proponuje rozszerzenie klasycznej definicji wielokatow gwiazdzistych na figury
bedace suma mnogosciowa wielokgtow ztozonych z jednakowych przekatnych danego
wielokata, a nastepnie proponuje dokona¢ podziatu tak otrzymanej figury na
przystajgce trojkaty prostokatne.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia przystawania trojkgtow i cech przystawania
trojkatow.

2. Nastepnie nauczyciel formutuje pierwszg ceche przystawania trojkatow prostokatnych
i prosi uczniow, by w parach zastanowili si¢ nad dowodem tego twierdzenia, przy
wykorzystaniu cech przystawania trojkatow (dowolnych). Wybrany uczen
przeprowadza dowdd przy tablicy.

3. Nastepnie nauczyciel prosi o podanie innych warunkéw rownowaznych przystawaniu
trojkatow prostokatnych. Uczniowie formutuja odpowiednie warunki - nauczyciel
doprecyzowuje stwierdzenia uczniow, ktore sg zapisywane w notatnikach, jako kolejne



trzy cechy przystawania trojkatow prostokatnych. Nauczyciel dzieli klase na trzy grupy,
z ktorych kazda ma przeprowadzi¢ dowod jednej z podanych cech przystawania.
Wybrany reprezentant grupy prezentuje dowod.

4. Nauczyciel formutuje problem opisany w Przykladzie 11 prosi o jego rozwigzanie.
Uczniowie pracujg w parach. Wybrany uczen omawia rozwigzanie.

5. Nauczyciel formuluje zagadnienie zaleznoSci miedzy polem a przystawaniem trojkatow.
Na przygotowanym wczes$niej rysunku omawia zagadnienie rownosci pol trojkgtow
o takiej samej podstawie, ktore nie sa przystajgce i prosi uczniow o rozstrzygniecie
analogicznego zagadnienia dla trojkgtow prostokatnych. Prosi o uzasadnienie
odpowiedniej hipotezy w przypadku rownosci pol i rownosci przyprostokatnych.
Nastepnie prezentuje problem opisany w Przyktadzie 2. Uczniowie rozwiazujg
postawiony problem samodzielnie. Nastepnie wybrany uczen prezentuje rozwigzanie.

6. Na koniec nauczyciel prosi o uruchomienie Apletu i wykonanie dotaczonych polecen.

7. Uczniowie pracujg metoda stolikéw zadaniowych (na kazdym stoliku po dwa ¢wiczenia
interaktywne sposrod: 2, 3, 5, 6, i 8) , wykorzystujac umiejetnosci z réznych dziatow
matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne: 1i 4, ktore nie
zostaty wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Cechy przystawania trojkgtow
Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna zastosowa¢ w ramach realizacji tematu o wlasnosciach dwusieczne;j.


https://epodreczniki.pl/a/cechy-przystawania-trojkatow/DpLU69Lif

