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Zrodto: dostepny w internecie: Fritz_the_Cat z Pixabay, domena publiczna.

W tym temacie wyprowadzimy pojecie pola. Scista definicja tego pojecia, mimo, ze
wprowadzana jest juz w szkole podstawowej, odwotuje si¢ do przejs¢ granicznych. My
skoncentrujemy sie gtownie na intuicyjnych witasnosciach takich, jak fakt, ze figury
przystajace maja rowne pola. Czesto korzysta¢ bedziemy rowniez z faktu, ze dwa trojkaty
o tych samych dlugosciach podstaw i rownych (odpowiednich) wysokosciach maja rowne
pola. Warto zwrdéci¢ uwage, ze cho¢ podczas rozwigzywania zadan bedziemy korzystac

z bardzo podstawowych i oczywistych wlasnosci, to zadania te nie zawsze beda tatwe.

Ponadto przypomnimy podstawowe wzory ze szkoly podstawowej oraz poznamy bardzo
uzyteczny wzor Picka.

Twoje cele

Zastosujesz wzory na pola wielokgtow.

Zastosujesz wlasnosci pola do rozwigzywania zadan na dowodzenie.
Wykorzystasz rozne metody wyznaczania rownosci pol dwoch réznych figur,
Zastosujesz wzor Picka.



https://pixabay.com/pl/users/fritz_the_cat-2101387/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=5811846
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=5811846

Przeczytaj

Jako jednostke pola obierzemy kwadrat o boku 1 (kwadrat jednostkowy). Pole danej figury
jest rowne liczbie kwadratow jednostkowych lub jego czesci mieszczgcych sie catkowicie
w mierzonej figurze.

Takie okreslenie pola niejawnie uzywa pojecia granicy ciggu (jego czesci), pojecia
nieuzywanego we wczesniejszych etapach edukaciji. Jest to dolne oszacowanie pola figury
i dobrze sprawdza si¢ w typowych przypadkach.

Najczesciej uzywana definicja pola odwotuje sie do konstrukeji, ktorejidea polega na
podziale ptaszczyzny, na ktorej znajduje sie figura, siatkg przylegajagcych kwadratow.
Nastepnie wybieramy te kwadraty, ktoére majg cho¢by jeden punkt wspolny z figurg
i sumujemy ich pola. Powtarzajac powyzsze podziaty, zmniejszajac dlugos¢ boku kwadratu,
suma pol kwadratéw dobrze przyblizy pole figury.
Pole wielokata
Juz wiesz
o Pole kwadratu o boku a:
P =a?
» Pole rownolegloboku (prostokata) o boku a i wysoko$ci h opuszczonejna ten bok:
P=a-h
» Pole trojkata o podstawie a i wysokosci h opuszczonejna te podstawe:
P=za-h
» Pole trapezu o podstawach a i b oraz wysokosci h:
P=1%(a+b)-h

» Pole czworokata o prostopadlych przekatnych dlugosci d; i ds:

P=1Ld, -d,

Pole wielokata w uktadzie wspoétrzednych

Dla zainteresowanych



Wzor Picka - praktyczny wzor na obliczanie pola wielokgta prostego, ktérego
wierzchotki s punktami kratowymi na ptaszczyznie.
Zgodnie z tym wzorem pole wielokata jest rowne

S=W+3B-1,

gdzie:
W oznacza liczbe punktow kratowych lezgcych wewnatrz wielokata,
B oznacza liczbe punktow kratowych lezgcych na brzegu wielokata.

Powyzszy wzor jest prawdziwy jedynie dla wielokatow prostych (ztozonych z jednego
kawatka i bez dziur).

Przyktad 1

Kwadrat ma pole 100. Wierzchotki kwadratu polgczono ze Srodkami przeciwleglych
bokow. Wyznaczmy pole zacieniowanego kwadratu.
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Rozwiazanie

A E B

Zauwazmy, ze rozowe trojkaty sa przystajgce, wiec kwadrat ILCT’ jest przystajacy do
zacieniowanego. Podobnie mozemy uzyskac¢ pozostate trzy inne przystajace kwadraty.
Duzy kwadrat ,sktada sie” z pieciu takich kwadratow. Wiec szukane pole
zacieniowanego kwadratu jest rowne 20.

Przyktad 2

Trojkat ABC ma pole rowne 1. Punkt A’ lezy na prostej AB, blizej punktu B oraz
AB = BA’. Punkt B’ lezy na prostej BC, blizej punktu C oraz BC = CB’. Punkt C’ lezy



na prostej C'4, blizej punktu A oraz CA = AC". Zastanowmy si¢ jak obliczy¢ pole trojkata
ABC.

Rozwiazanie

Wykorzystamy prosty fakt, ze sSrodkowa trojkata dzieli go na dwa trojkaty o rownych
polach. Dowdd tej wiasnosci wynika bezposrednio z definicji Srodkoweji wzoru na pole
trojkata. Korzystajac z powyzszej obserwacii dla trojkatow AA’C, BB’ A, CC’ B dostajemy
rownosci pol:

Pypc = Papc, Papc = Papc, Papc = Papcr-

Podobnie dla tréjkatow AA’C’°, BB’ A’, CC’ B’ otrzymujemy rownosci:



Pepa = Pepa, Pace = Pac's, Pacs = Pac'b.
Wiec pole trojkata A’B’C” jest rowne 7.
Przyktad 3

Przekatne trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinaja si¢ w punkcie P.
Uzasadnijmy, ze pole trojkata ADP jest rowne polu tréojkata BCP.

Rozwiazanie

:

B

Zauwazmy, ze punkty D i C'lezg na prostej rownoodleglej od prostej AB, wigc trojkaty
ABD i ABC majg takg samg podstawe i te sama dlugo$¢ wysokosci. Zatem maja rowne
pola Papp = Papc. Pola tych trojkatow sg ponadto rowne sumie pol trojkgtow
odpowiednio ADP i ABP oraz BCP i ABP.Odejmujac obustronnie od réwnosci
Pspp + Pap = Ppcp + Papp wartos¢ pola trojkgta ABP otrzymujemy teze.

W nastepnym przyktadzie wykorzystamy witasnosci pola do udowodnienia ciekawe;j
wlasnosci.

Przyktad 4

Uzasadnimy, ze suma odlegtosci dowolnego punktu P lezgcego wewnatrz trojkata
rownobocznego od bokow tego trojkata jest stata, tzn. nie zalezy od wyboru tego punktu.

Rozwiazanie




Oznaczmy dtugos¢ boku trojkata przez a, wysoko$¢ przez h oraz konce odcinkow
wyznaczajacych odleglo$¢ punktu P od bokéw BC, C A, AB odpowiednio D, E, F.

Policzmy pole trojkata rownobocznego A BC na dwa sposoby:
P=za-h

oraz

P = Papp + Ppcp + Poap = 5a - |PF|+ 5a-|PD| + +a- |PE|.
Zatem otrzymujemy

+a- (|PF|+ |PD| + |PE|) = a- h.

Dzielgc obustronnie powyzszg rownos¢ przez %a otrzymujemy
|PF| + |PD| + |PE| = h.

Zatem suma odleglo$ci nie zalezy od wyboru punktu P i jest rowna wysokosci
wyjsciowego trojkata rownobocznego.

Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie mozemy zastosowac¢ do czworo$cianu i pokazac, ze
suma odlegtosci dowolnego punktu P wewnatrz czworoScianu foremnego od $cian tego
czworos$cianu jest stala.

Przyktad 5

Punty E, F', G, H s3 $rodkami odcinkéw odpowiednio AB, BC, CD, DA czworokata
ABCD. Niech proste EG i F'H przecinaja sie w punkcie P. Udowodnimy, ze suma pol



czworokatow AEPH i PFCG jest rowna sumie p6l czworokagtow EBFP i HPGP.

C

Rozwiazanie

Z warunkow zadania otrzymujemy réwnosci nastepujacych pol trojkatow:
AEP i BEP

AHPi{ DHP



CFP i BFP
CGP i DGP

Aby otrzymac teze wystarczy dodac¢ stronami odpowiednie pola, wynikajace z powyzszej
rownosci:

(Pagp + Paup) + (Porp + Pogp) =

= (Ppgp + Pprp) + (Ppup + Ppep).

Zatem Pyppy + Pprcg = Peprp + Pupcp.

Stownik
wielokat prosty

wielokat, ktorego boki tworzg zamknietg tamang (z czego wynika, ze jest figura spojna bez
dziur), a dwa jego boki maja punkt wspolny tylko, gdy sa sagsiadami

punkt kratowy

punkt, ktérego wspotrzedne w prostokatnym ukladzie wspotrzednych sg liczbami
catkowitymi




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w prezentacji multimedialnej, a nastepnie
wykonaj Polecenie 2.

Polecenie 2

Korzystajac z przyktadow przedstawionych w prezentacji, oblicz pole dwunastokata
foremnego o boku réwnym 10.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dopasuj wzér na pole do nazwy czworokata.

trapez %a -b-sina
dowolny czworokat r?
deltoid T(a+b)-h
trojkat %dl - ds - sina
koto %dl - do
Cwiczenie 2 @)

Kwadrat PQ RS o boku 10 potozono na kwadracie ABC'D o boku tej samej dtugosci.
Okazato sie, ze srodek kwadratu PQ) RS pokrywa sie z wierzchotkiem A kwadratu ABCD.
Oblicz pole czesci wspodlnej obu kwadratow.




Cwiczenie 3 O

Siatka wypetniona jest kwadratami o boku 1.

Jakie jest pole zaznaczonego wielokata? Warto skorzysta¢ ze wzoru Picka: S = W + %B -1

O 61
O 53

O 691



Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze Srodkowe trojkata dzielg go na 6 tréjkatow o rownych polach.

C

Cwiczenie 5

Przekatne czworokata wypuktego ABC'D przecinaja sie w punkcie O i dzielg go na cztery

czescei, ktorych pola to odpowiednio: [AOB| = Sy, [BOC]| = S, [COD] = s,
[DOA| = 8.

Uporzadkuj etapy rozumowania prowadzace do réwnosci S7 - S3 = S - Sy.

%AO"M AO

1C0-hy — CO-

Podobnie dla tréjkatéw AOD i COD: g—; =

Przyjmijmy, ze odlegto$¢ punktu B od prostej AC to hy, natomiast odlegto$¢ punktu
D od prostej AC to ho.

Mnozac obustronnie ostatnig rownos¢ przez Ss - S5 otrzymujemy teze zadania.

Tréjkaty AOB i COB maja taka sama wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka B, wiec

S %AO-hl A0
Sa %CO-hl — CO-

. , , . . S S
Z poprzednich réwnosci otrzymujemy S—; = S—g

214

114

14

114

214



Cwiczenie 6 O

Dany jest pieciokat wypukty ABCDE, w ktérym przekatna AD jest rownolegta do boku BC,
a przekatna C'E jest rownolegta do boku A B. Wykaz, ze pola tréjkatow ABE | BC'D s3
rowne.




Cwiczenie 7

Srodki przeciwlegtych bokéw czworokata wypuktego potaczono odcinkami tworzac 4
czworokaty. Trzy z nich maja pola réwne S, Sy i .S3. Oblicz pole czwartego czworokata.

C

Cwiczenie 8

Udowodnij, rownosé pol rozowych i niebieskich w kwadracie na rysunku.




Dla nauczyciela

Autor: Pawet Dziuba

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wlasnos$ci pola

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wlasnosci pola do rozwigzywania zadan na dowodzenie,

e wyznacza rownosci pol dwoch roéznych figur,

» stosuje wzor Picka do obliczania pola wielokata prostego, ktorego wierzchotki sa
punktami kratowymi na plaszczyznie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja



e mapa mysl
Formy pracy:

e pracaw parach;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

o Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
» Uczniowie sporzadzaja map¢ mysli przypominajgcg wzory na pola wielokgtow znane ze
szkoty podstawowe;j.

Faza realizacyjna:

» Uczniowie wraz z nauczycielem analizujg i omawiajg rozwigzane przyktady z sekciji
Przeczytaj.

» Nauczyciel wyswietla zawartos¢ sekcji ,Prezentacja multimedialna”. Uczniowie
analizuja uniwersalny wzor na pole wielokata foremnego. Uczniowie w parach
rozwiazuja polecenie nr 2. Wybrana para prezentuje swoje rozwigzanie. Nauczyciel,
w razie potrzeby, uzupeinia informacje. Dyskusja - gdzie jeszcze mozna wykorzystac
poznany wzor na pole wielokgta foremnego,

» Nastepnie uczniowie wykonuja w parach ¢wiczenia interaktywne (1,3,4,6,7,8)

Faza podsumowujaca:

« Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem zadan.
« Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:
e Uczniowie wykonuja w w domu ¢wiczenie 2 i 5.
Materialy pomocnicze:

o Pole wielokata
» Obliczanie pol wielokatow


file:///a/D3rUikMMH
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Wskazowki metodyczne:

Na podstawie prezentacji multimedialnej uczniowie mogg przygotowac infografike
o polach wielokatow foremnych.

Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana na zajeciach poswieconych obliczaniu
pol wielokatow foremnych.



