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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale powtorzymy wszystkie wzory na: sumy i roznice funkcii
trygonometrycznych, funkcje podwojonego kata, sumy i roznice funkcji
trygonometrycznych i bedziemy je stosowac do rozwigzywania nierownosci. Prezentowane
nierownosci wykraczaja poza wymagania z podstawy programowej, ale sg ciekawym
rozszerzeniem tej tematyki.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie wszystkie zaleznosSci trygonometryczne.
» Zastosujesz poznane zaleznoSci trygonometryczne do rozwigzywania nierownosci
trygonometrycznych roéznych typow.




Przeczytaj

W ponizszym materiale pokazemy calg kolekcje nieréwnosci trygonometrycznych, do

rozwigzania ktorych bedziemy wykorzystywac¢ wszystkie poznane dotychczas wzory
i metody.

Przypomnijmy najpierw najbardziej typowe strategie rozwigzywania nierownosci
trygonometrycznych.

1.

2co8’z —1< T,

Zawsze na poczatku piszemy, co jest dziedzing nierownosci, czyli jaki jest zbior
elementow, dla ktorych nieréwno$¢ ma sens.

. Kazdg nieré6wno$¢ staramy si¢ sprowadzi¢ do postaci: sinz > a,cosx > alubtgz > a,

gdzie a jest pewna liczba rzeczywistg.

. Bardzo wygodng postacig nieréwnosci, ktora utatwia rozwigzanie, jest taka postac,

w ktorej po jednej stronie nieréwnos$ci znajduje si¢ iloczyn wyrazen
trygonometrycznych, a po drugiejliczba 0.

. Czestym motywem dla bardziej ztozonych nieréwnosci jest wprowadzenie

podstawienia, ktore sprowadza nierownos¢ trygonometryczng do postaci nierownosci
kwadratowej, wielomianowej lub wymierne;j.

. W bardziej ztozonych zadaniach musimy skorzysta¢ z poznanych wzorow na: funkcje

trygonometryczne sumy i roznicy argumentow, funkcje trygonometryczne
podwojonego argumentu, sume i roznice funkcji trygonometrycznych.

Przyktad 1

. . 7. 1 . .
Wiadomo, ze cos 2z < — ¢ icosz < — 7. Obliczymy sin %
Rozwigzanie

Korzystajgc ze wzoru na cosinus podwojonego kata zapisujemy jedng z naszych
nierownosci w innej postaci:

8

Robimy podstawienie: y = cos z.
Zapisujemy nierownosci z nowg zmienna:

22 —1< —TL orazy < —%.

8

Nierownos¢ 2y? — 1 < —Z zapisujemy jako: 2y% < 1.

Stad dostajemy —% <y< %.
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Zatem mamy koniunkcje dwoch nierownosci:

Yy > — , CO 0znacza, ze:

=

iy < —

NP

INES

y=-
Korzystamy ponownie ze wzoru na cosinus podwojonego kata i otrzymujemy:

s 2 _ l-cosz _ 1-y _ 10
SIl- 5 = —5 — = 3 T T6-

Zatem dostajemy odpowiedz:
sin § = @ lubsin 5 = —@.

Przyktad 2

Wyznaczymy wartos$ci liczbowe, ktore moze przyjmowac tg x, jezeli zachodzi

9—3cos2x
3sin2x—2 *

nier6wnos¢: tg « >
Rozwigzanie
Zaktadamy, ze: 3sin 2z — 2 # 0,cosz # 0.

Zapiszemy wzory na cosinus i sinus podwojonego kata za pomocg funkcji tangens:

B 9 .2 cos’z—sin’z _ 1-tg’z
cos2x = cos“x —sin“ x = cosztsiniz | lttglz’
. o . _ 2sinzcosxz __2tgx
Sin2x = 2sinx cosx = cos ztsin’z . 1tteglz "

Podstawiamy: ¢t =tg z.

Woéwczas nierownos¢ z zadania przyjmuje postac:

142
2

322
1+t

Przeksztalcamy kolejno do postaci nierownosci wielomianowej:

6t°+3
t> —t243t—1"

6¢2+3
t+ o T M 0,

(t+3)(t2+1)
t2—3t+1

t+3)(t*+1)(t* —3t+1) >0,

(t+3)(t— 32“5)(15— 3+2“5) > 0.

> 0,
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Wowczas nierownosc jest rownowazna alternatywie warunkow:
3<t< 3B ube > 25
Stad otrzymujemy warunki na tg z:

—3J<tge < 372‘/5 lubtgax >

3+v5
5
Przyktad 3

Rozwigzemy nieréwnosé sin 2z — cos ¢ 4+ v/2sinz > %

Rozwigzanie

Korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego kata zapisujemy naszg nieré6wnos¢ w innej
postaci:

1

251nmcosw—cosx+\/§sinm > 7

Przenosimy wszystkie sktadniki na lewg strone:

Zsinwcosx—cosx+\/§sinx— % > 0.

7

Zauwazmy, ze mamy parzystg liczbe sktadnikéw a pewne wspolne czynniki wystepuja
w parach. Wytgczamy zatem wspolne czynniki przed nawias:

2cosa:(sinx — %) + \/ﬁ(sinm — %) > 0.

Wytaczamy wspolny czynnik przed nawias i otrzymujemy postac iloczynowg
nierownosci:

(2cos:c + \/5) (sin:c — %) > 0.

Stad otrzymujemy alternatywe warunkow:

(sinz > % icosz > —@)lub(sinx < % icosz < —@).

Pierwszy warunek sinz > % icosx > —% jest rownowazny warunkowi sinx > %,

czyliz € (% + 2km, % + 2k7r), gdzie k € Z.

Drugi warunek sinz < % icosx < —@ jest rownowazny warunkowi cos z < —@,

czylix € (% + 2k, 2 + 2k7r) , gdzie k € Z.

Uwzgledniajgc alternatywe powyzszych warunkow otrzymujemy odpowiedz:
x € (% + 2k, 2 + 2k7r), gdzie k € 7.
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Przyktad 4

Udowodnimy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x zachodzi nier6wnosc¢
cos(sinx) > sin(cos ).

Rozwigzanie

Przenosimy wszystkie wyrazy na jedna stron¢ nieréwnosci:

cos(sinz) — sin(cos ) > 0.

Korzystamy ze wzoru redukcyjnego:

sin(3 — sinz) — sin(cosz) > 0.

Korzystamy ze wzoru na roznice sinusow i zapisujemy nierOwnos¢ w postaci:

——sma: Ccos T 1—SiIl.'IZ-‘rCOS(E

2sin -2 5 cos -2 5 > 0.

Korzystamy ze wzoru na sinus sumy argumentow i w innej postaci zapisujemy wyrazenie
sinzx + cos :

sinz + cosz = \/_( V2 sinx + ﬁcosa:) =

= \/i(cos Zsin + sin 7 cos 3:) = ﬂsin(% + a:)

Stad otrzymujemy szacowanie:

—\/5 <sinx +cosx < \/5

Poniewaz v/2 < 7, otrzymujemy nieréwnosci: 0 < § —sinz — cosz < 7.

Funkcja sinus w przedziale (O, %) przyjmuje warto$ci dodatnie, zatem

. +—sinz—cosz
sin +——— > 0.

Korzystamy ze wzoru na sinus réznicy argumentow i w innej postaci zapisujemy
wyrazenie sin  — cos T:

. 2 2
3111:)3—cos:):=\/—(V2 sinx — \é_cosa:) =

= \/§(cos Tsin — sin 3 cos 33) \/_sm( )
Stad otrzymujemy szacowanie:
—\/5 <sinx —cosx < \/5

Poniewaz v/2 < T,wiec 0 < & —sinz + cosz < , czyli
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L —sinz+coszx

Funkcja cosinus w przedziale (O, %) przyjmuje wartosci dodatnie, zatem
2 _—sinxz+cosx
cos +——— > 0.

. . - . ., , - —sinz+cosz
Poniewaz dla dowolnejliczby rzeczywistej x zachodzg nieréwnosci cos +——5— >0

. . Z-—sinz—cosz - . . ..y iy
i sin 2———— > 0, zatem dla dowolnejliczby rzeczywistej  zachodzi nierownosc:

s

s . .
3 —SIIx—CosT 5 —S1n r+Ccosx

5 coSs 5 > 0.

2sin

Zatem dla dowolnejliczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnos¢: cos(sin ) > sin(cos ).

Stownik

sinus sumy argumentow

sin(z +y) =sinz - cosy + cosz - siny,dlaz,y € R
sinus réznicy argumentéw

sin(x —y) =sinz - cosy — cosz - siny,dlaz,y € R
sinus podwojonego kata

tozsamoS$¢ trygonometryczna: sin 2 = 2 sin z cos ¢ prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej x

cosinus podwojonego kata

2 2

tozsamo$¢ trygonometryczna: cos 2z = cos” x — sin” z prawdziwa dla kazdejliczby

rzeczywistej

WZzory na sume oraz roznice sinuséw

8
+
<
|
<

. . . T
sinz + siny = 2sin —= - cos

M|

|
<
8
_|_
S

sinz — siny = 2sin 5 - cos 5

dla dowolnych z,y € R




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z animacja. Zwroc¢ szczegdlng uwage na ostatni przyktad pokazany
w animacji. Nastepnie wykonaj polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DV08jymOs

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczacejroéznych typow nieréwnosci
trygonometrycznych.

Polecenie 2

Zatézmy, ze o, B € (0, %) v E (—%,O) oraz a + B 4 v = 0. Udowodnij, ze
tga+tgB+tgy <O.



https://zpe.gov.pl/a/DV08jym0s

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

L . 1—-4 sin’ z
Rozwigz nierdownosc: < 2.
cos2x + cosx

Cwiczenie 8
Zatozmy,ze 0 < ap < ap < - -+ < oy < 5. Wykaz, ze
sina; + sinay + -+ - + sina,,

tga; < < tg ay,.
& cosa + cosag + - -+ + cos ay, & on




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: RoZne typy nieréwnoSci trygonometrycznych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen speilnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

5) korzysta z wzor6éw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych,;

6) rozwigzuje rOwnania i nierownosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wiekszym
niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1,2sin’ z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e przypomni sobie wszystkie typy wzorow trygonometrycznych, ktore poznaliSmy na
poprzednich lekcjach;

e przypomni sobie, jak stosowac¢ poznane wzory do rozwigzywania nier6wnosci
trygonometrycznych roznych typow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metaplan;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,R0zne typy nierownosci trygonometrycznych” oraz cele
zaje¢, omawiajgc lub ustalajgc razem z uczniami kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie analizujg tres¢ polecenia numer 1, Obejrzyj uwaznie
animacje. Zwroc szczeg6lng uwage na ostatni przyklad pokazany w animacji. Nastepnie
wykonaj polecenie 2” oraz materiat z sekcji ,Animacja”. Nauczyciel wyjasnia ewentualne
watpliwosci, ktore pojawily sie po zapoznaniu si¢ z materiatem.

2. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonujga w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupelnia informacje.

4. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.



Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,R6zne typy nierownosci trygonometrycznych”).

Materialy pomocnicze:
e Rozwigzywanie rownan i nieréwnosci trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,R6zne typy nierownosci trygonometrycznych”
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