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Wiesz, ze twoj kolega Eryk ma dwojke rodzenstwa. Kolezanka powiedziata ci, ze Eryk na
pewno ma brata, ale nie znala pici drugiego dziecka. Zastanow sie, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze Eryk ma dwoch braci.

Jesli twoja odpowiedz brzmi %, bo przeciez drugie dziecko to albo chtopiec, albo
dziewczynka, to sie mylisz! Okazuje si¢, ze to co podpowiada nam intuicja, nie zawsze jest
poprawne matematycznie. Skoro wiemy, ze Eryk ma brata, to wszystkie mozliwe zdarzenia
elementarne okreslajace kolejnos¢ pici rodzenstwa Eryka sa nastepujace:



Brat Siostra Siostra Brat Brat Brat

Mamy wiec trzy mozliwosci, z ktorych wybieramy jedno zdarzenie sprzyjajace (brat, brat).
Prawdopodobienstwo, ze Eryk ma dwoch braci jest rowne %, czyli okoto 33 %. Czy na
pewno?

Zdarzenie: Eryk ma bratai zdarzenie: Eryk nie ma brata to zdarzenia przeciwne. Zatem,
gdyby kolezanka powiedziala ci, ze Eryk nie ma brata, to czy prawdopodobienstwo
zdarzenia: Eryk ma dwoch bracibyloby nadal rowne % ? Czy na pewno? Wyjasnij ten
paradoks.

Jesli zaciekawil cie przedstawiony wyzej problem, ktoéry mozemy nazwac , paradoksem
dwoch braci”, to na pewno z przyjemnoscia zapoznasz si¢ z dalszymi materiatami, w ktorych
bedziemy rozwaza¢ prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do danego.

Twoje cele

e Obliczysz prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do danego.

e Obliczysz prawdopodobienstwo danego zdarzenia, znajac prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego.

» Dobierzesz odpowiedni model probabilistyczny do problemu z kontekstem

realistycznym.



Przeczytaj

W tym materiale pokazemy kilka przyktadoéw zastosowania wzoru na prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego. Bedziemy korzysta¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienistwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi A’ C .

Jedli zdarzenia A i A’ sa zdarzeniami przeciwnymi, to:
PA)=1-P(A)

Dowéd

Zalozmy,ze A C Q, A’ C Q1 A, A’ s3 zdarzeniami przeciwnymi.

Wtedy AN A’ = (). Zdarzenia A i A’ wykluczajg sie. Zatem obliczajgc
prawdopodobienstwo ich sumy, korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo sumy
zdarzen wykluczajacych sie.

P(AUA)=P(A)+ P(A")
Wiemy tez, ze AU A’ = (). Zatem:
P(AUA)=P(Q)=1
Porownujemy prawe strony otrzymanych réwnosci.
PA)+PA)=1
Stad:
P(A)=1-P(A)

c.d.n.

Analizujgc wzor zawarty w twierdzeniu o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego,
mozna zauwazyc, ze znajac prawdopodobienstwo danego zdarzenia, mozna obliczy¢
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego i odwrotnie.

Przyktad 1

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C 21 A’ C Q. Obliczymy P(A) i



P(A’) wiedzac, ze P(A) =4 - P(A’).

Korzystamy z rownoSci zapisanejw tresci zadania i ze wzoru wynikajacego z twierdzenia
o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego. Zapisujemy odpowiedni ukiad rownan
i wyznaczamy najpierw P(A’).

{ (A) =4-P(A’)
P(4’) =1 - P(A)

Stad P(A) =

S
o=
I
o

Zadania z rachunku prawdopodobienstwa na ogét mozna rozwigzac¢ kilkoma sposobami.
Nad wykorzystaniem wzoru na prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego,
zastanawiamy sie, spotykajac w tresci zadania sformutowania typu ,choc¢ raz”, ,co
najmniej..”. Rbwniez zadania, w tresci ktorych znajduje si¢ przeczenie, (np. nie wszystkie...,
nie kazdy..., nie jest podzielna...) wskazuja, ze warto rozwazy¢ mozliwoS¢ obliczenia
prawdopodobienstwa zdarzenia przeciwnego.

Przyktad 2

Z cyfr 7,9, 5 tworzymy liczby pieciocyfrowe. Z tak utworzonych liczb wybieramy jedng.
Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wybrana liczba nie jest podzielna przez 5.

Wynikiem doswiadczenia jest wybranie liczby pieciocyfrowej, zbudowanej z podanych
trzech cyfr.

Takich liczb jest 3% = 243.
Zatem |Q| = 243.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wybraniu liczby podzielnej przez 5,
A’ - zdarzenie polegajace na wybraniu liczby, ktora nie jest podzielna przez 5.

Liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A tatwo wyznaczy¢, bo cyfrg jednosci kazdej
z takich liczb musi by¢ 5.

Stad: |A] =3-3-3-3-1=281.



javascript:void(0);

Zakladamy, ze wybor kazdejz liczb jest jednakowo prawdopodobny.

PA)=3L=1

Teraz mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego, czyli zdarzenia A’

OdpowiedZ:

2

Prawdopodobienstwo, ze wybrana liczba nie jest podzielna przez 5 jest rowne 3.

Przyktad 3

Jury konkursu Przeboje swiata sktada si¢ z dziesieciu osob. W czasie prezentacii
uczestnikow, jurorzy siedza w jednym rzedzie. Przed zajeciem miejsc, losujg numery
foteli, na ktorych zasigda. Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo, ze pani Mita i pan
Bardzomity nie beda siedzie¢ obok siebie.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze pani Mita (M) i pan Bardzomity (B) usiagdg obok
siebie,

A’ - zdarzenie polegajgce na tym, ze pani Mita (M) pan Bardzomity (B) nie beda
siedzie¢ obok siebie.

Obliczymy najpierw, ile jest mozliwosci zdarzenia polegajgcego na tm, ze pani Mita (M)
i pan Bardzomity (B) usiadg bok siebie.

Pani Mila i pan Bardzomity mogg siedzie¢ w porzadku M B lub BM - dwie mozliwosci.
Para ta moze usia$¢ na 1i 2 miejscu, 2 i 3 miejscu, ..., 9 i 10 miejscu - 9 mozliwosci.

Jesli pani Mila i pan Bardzomily zajmg miejsca, to pozostate osoby mogg usigs¢ na
10 — 2 = 8 miejscach na 8! sposobow.

Zatem

|A|=2-9-8!'=18-8!

Jurorzy zajmuja miejsca w sposob losowy, wiec
12| = 10!

Korzystamy z klasycznej definicji prawdopodobienstwa:



Teraz juz mozemy wyznaczy¢ szukane prawdopodobienstwo:
PA)=1-1=1%
OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo, ze pani Mila i pan Bardzomity nie bedg siedzie¢ obok siebie jest
4

rowne <.

Przyktad 4

Sposrod 4 kobiet i 8 mezczyzn wybrano w sposob losowy 3 osoby, ktore poddano testom
na prawdomownos¢. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wsrod wybranych osob jest co
najmniejjedna kobieta.

Oznaczmy:
K - zdarzenie polegajace na tym, ze wsrod wybranych jest co najmniejjedna kobieta.

Zdarzeniu K odpowiadaja trzy mozliwos$ci — wybrana zostala jedna kobieta, wybrane
zostaty dwie kobiety, wybrane zostaty trzy kobiety. Aby nie rozpatrywac trzech
mozliwosci, wygodniej jest okresli¢ najpierw prawdopodobienstwo zdarzenia
przeciwnego K’ - wybrani zostali sami mezczyzZni.

Wybierane s3 trzy osoby z dwunastu, zatem || = (132) = 220.

Zdarzeniu K’ sprzyja tyle zdarzen elementarnych, ile jest trzyelementowych kombinacii
zbioru o$mioelementowego.

_ (8) _ 678 _

K| = (5) = 125 = 56

Prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest wigec rowne
__ 556 _ 14

P(K’) = 55 = 55

Obliczamy wreszcie prawdopodobienstwo zdarzenia K.

P(K):1_14:41

55 55
Odpowiedz:
Prawdopodobienstwo, ze wsrod wybranych osob jest co najmniejjedna kobieta, jest
rowne %.
Przyktad 5

W torebce byto n cukierkow, wsrod ktorych byly dwa cukierki czekoladowe. Kuba
wyciagnal w sposob losowy dwa cukierki z torebki. Prawdopodobienstwo, ze wyciggnie



przynajmniejjeden cukierek czekoladowy jest rowne % Obliczymy ile byto cukierkow
w torebce.

Obliczamy najpierw prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego N - Kuba nie
wyciggnat ani jednego cukierka czekoladowego.

(n;2) _ (n=2)! n—2)1.21  (n—3)(n—2
P(N) = o) 2!(-(n—21)! A n!) = n(rz(—1) )

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia W - Kuba wyciggnie przynajmniejjeden
cukierek czekoladowy jest rowne

n—-3)(n—2) _ n(n—1)—(n—-3)(n—2)
n(n—1) n(n—1)

P(W)=1-P(N)=1- "

Wiemy, ze liczba P(W) jest rtowna 2.

Czyli

n(n—1)—(n—3)(n—2) _ 19

n(n—1) 55

Po przeksztatceniach otrzymujemy réwnanie kwadratowe 19n? — 239n + 330 = 0,
ktorego rozwiazaniami sg liczby % ill.

Tylko druga z tych liczb spetnia warunki zadania (jako liczba naturalna).

Odpowiedz:

W torebce byto 11 cukierkow.

Przed przystgpieniem do rozwigzania kolejnego zadania, przypomnimy dwa wazne
twierdzenia, ktore pomogg nam w obliczeniach.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo sumy zdarzen

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C 2, B C (.

Wowczas:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)
Twierdzenie: Prawa de Morgana dla zdarzen

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C 2, B C (.

(AUB)=ANPR
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(ANBY)=AUPB
Przyktad 6

Ze zbioru kolejnych liczb naturalnych {1, 2, 3, ..., 99, 100} wylosowano jedna liczbe.
Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wylosowana liczba nie jest podzielna ani przez 20,
ani przez 30.

Z okresleniem liczby elementow zbioru zdarzen elementarnych nie mamy problemu:
12| = 100.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowana liczba nie jest podzielna ani przez 20,
ani przez 30.

Wypisanie wszystkich liczb, ktore nie sg podzielne ani przez 20, ani przez 30 jest dos¢
pracochtonne.

Wiemy juz, ze w takich przypadkach warto rozwazyc¢ zdarzenie przeciwne.

Oznaczmy teraz:

D - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 20,
T - zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 30.
Wtedy:

D = {20, 40, 60, 80, 100}, |D| = 5i P(D) = 435;

T = {30, 60, 90}, |T| = 31 P(T) = 135

DNT ={60},|DNT|=1iP(DNT) = .

Korzystajgc z praw de Morgana mozemy zapisac¢

A=DNT =(DuUTy

Stad
P(A)=P[(DUT)]=1-P(DUT)=1—-P(D)—-P(T)+P(DNT)
P(4) =1 7 -t + o =

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo, ze wylosowana liczba nie jest podzielna ani przez 20, ani przez 30

. ’ 93
jest rowne g5



Stownik
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego

niech (2 bedzie skoficzonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi A’ C €2; jesli zdarzenia A i
A’ s zdarzeniami przeciwnymi, to:

P(A’) =1 — P(A)




Animacja

Polecenie 1

Obejrzyj animacje, ktéra przyblizy Ci jedno z kluczowych twierdzen klasycznego modelu
rachunku prawdopodobienstwa - twierdzenie o prawdopodobieristwie zdarzenia
przeciwnego. Zwréc¢ uwage, w jakich przypadkach warto korzystac z tego twierdzenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DVaAxw9Ve

Film nawigzujacy do tresci materialu

Polecenie 2

W urnie jest siedem kul czarnych i pie¢ biatych. Losowo wyciggamy cztery kule. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze co najmniej jedna z wyciagnietych kul jest czarna.



https://zpe.gov.pl/a/DVaAxw9Ve

Sprawdz sie

o O O O

11

13

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Ze zbioru liczb {1, 2, 3, ..., 49, 50} losujemy jedna liczbe. Prawdopodobienistwo, ze ta
liczba nie jest kwadratem liczby naturalnej jest réwne:
7
O %%
43
O %
49
O %
1
O %
Cwiczenie 2 @)

W kwiaciarni na poétce stoi pietnasci wazonéw, przy czym pie¢ z kwiatami. Sprzedawca na
chybit trafit zdejmuje z potki cztery wazony. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze co
najmniej jeden to wazon z kwiatami?



Cwiczenie 3

Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie utamki dziesietne.

Dwaj strzelcy strzelajg jednoczesnie do tej samej tarczy. Pierwszy trafia

z prawdopodobienstwem 0, 8, a drugi nie trafia z prawdopodobieristwem 0, 1.

Prawdopodobienstwo, ze cel zostanie trafiony co najmniej raz jest réwne

Prawdopodobienstwo, ze cel zostanie trafiony doktadnie dwa razy jest rowne

Cwiczenie 4

W urnie s3 trzy kule biate i pie¢ czarnych. Losujemy dwie kule. Zaznacz wszystkie zdania
prawdziwe.

(] Prawdopodobienstwo, ze zadna z wylosowanych kul nie jest biata jest réwne 15—4.

(] Prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jedna kula jest biata jest réwne 13—4.

(] Prawdopodobienistwo, ze obydwie kule s3 biate jest rowne 23—8
Cwiczenie 5

Niech A C Q, BC QiP(A) =+, P(ANB) = 4, P(A’'N B’) = 1. Potacz w pary
prawdopodobienstwo i jego wynik.

P(B) 7
P(B) 3
P(AU B) e
P(BN A) =



Cwiczenie 6

W turnieju tenisowym uczestniczy osmiu graczy, ktérych rozdzielono w sposéb losowy na
dwie grupy, po cztery osoby w kazdej. Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze gracze
Wysoki i Niski znajda sie w tej samej grupie.

Uzupetnij rozwigzanie zadania, przeciggajac odpowiednie liczby.

Oznaczmy:
R - zdarzenie polegajace na tym, ze Wysoki i Niski znajda sie w réznych grupach.

Woysoki i Niski znajda sie w réznych grupach, gdy w jednej z grup bedzie trzech graczy sposréd

(7o) (4] [ ][ #][20] (8] +][30] [6] 0] [2]

Cwiczenie 7 @

Rzucono trzema kostkami do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze suma liczb
wyrzuconych oczek na trzech kostkach nie jest liczba podzielng przez szes¢ i nie jest liczba
podzielng przez dziewiec.

Cwiczenie 8 @

W loterii Dla ryzykantow zawierajacej dziesie¢ losow jeden los jest wygrywajacy. W loterii D/a
ostroznych zawierajacej dwadziescia losow, dwa losy sg wygrywajgce. W ktérej loterii jest
wieksze prawdopodobienstwo wygrania przy zakupie dwéch loséw?



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do danego
» wyznacza prawdopodobienstwo danego zdarzenia, znajgc prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego
» dobiera odpowiedni model probabilistyczny do problemu z kontekstem realistycznym
 analizuje wybierane przez siebie metody rozwigzywania zadan probabilistycznych
i ocenia ich skutecznos¢

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e ponitce do kiebka



» zadania z koszyka
Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg po nitce do ktebka powtarzajg wiadomosci na temat sposobow
wyznaczania prawdopodobienstwa, znanych wzoréw (kolejni uczniowie podajg po
jednejinformaciji, az do wyczerpania wiadomosci).

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w matych grupach pracujg metoda zadania z koszyka. Najpierw zapoznaja
sie z materialem zapisanym w sekcji ,,Przeczytaj’. Nastepnie uktadajg zadania
podobnego typu, zapisuja na kartkach i umieszczajg je w koszyku.

2. Teraz przedstawiciele grup kolejno losuja zadania z koszyka i rozwigzuja je na tablicy.
Ich zadaniem jest nie tylko rozwigzanie zadania, ale tez szczegotowe wyjasnienie
wykonywanych czynnosci - w razie watpliwosci podpowiadaja autorzy danego zadania.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

3. Ochotnicy opowiadaja o swoich strategiach rozwigzywania zadan z rachunku
prawdopodobienstwa, dokonujg autorefleksji, wystuchujg rad kolezanek i kolegow.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest obejrzenie animacji i rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wiasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych


file:///b/P12EXfBBR

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wstepem do zaje¢ lub jednym z elementow zaje¢ podsumowujacych
umiejetnosci dotyczace rozwigzywania zadan z rachunku prawdopodobienstwa.



