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Poszukiwanie rozwigzania rownania pierwszego stopnia

z dwiema niewiadomymi w zbiorze liczb catkowitych
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matematyka Diofantosa. Byt on pierwszym
uczonym, ktory poswiecit sie rozwiazywaniu
rownan. Jest tworca symboli odejmowania

i rownosci.

Diofantos stworzyl dzielo ,Arithmetica’, ktore

sktadato sie najprawdopodobniej z trzynastu R FUTETION BANISIONE :
Sumptibus Hieronymt D rovART, vialacobxa,
. s e : . fub Scuto Solari.
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Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,

nieskonczenie wiele rozwigzan (z jedna, domena publiczna.
dwiema lub trzema niewiadomymi).

Rozwigzanie musiato by¢ liczbg dodatnig i wymierna.



To on jest autorem rownania, ktore juz znasz z informacji o wielkim twierdzeniu Fermata.

W XIV wieku grecki mnich Maksymus Planudes umiescit w swojej antologii wiersz
»Epitafium Diofanta”. Jego tresc¢ jest jednocze$nie zadaniem tekstowym.

(( Pod tym nagrobkiem spoczywa Diofant - a dzieki przedziwnej
Sztuce zmartego i wiek jego zdradzi ci ten glaz:
Chtopcem przez szostg czes¢ zycia pozostac bog mu pozwolit,
Lica pokwitly mu za$, kiedy dwunasta znow czes¢
Zycia minela, a znowu zywota, gdy przebyt cze$¢ sibdma.
Mtodg malzonke w dom dobry wprowadzit mu bog,
Ktora, gdy piec¢ lat mineto, matego powila mu synka,
Ale okrutny chciat los, ze kiedy syn ledwie wiek
Ojca w potowie osiggnat, ponury zabrat go Hades.
Kojacy ogromny swoj bol, szukat Diofant wsrod liczb
Jeszcze przez cztery lata pociechy, az rozstat sie z zyciem.

Sprobuj policzy¢, ile lat zyt Diofantos. Jakie jeszcze informacje o uczonym mozemy odczytac
z tego wiersza?
Twoje cele

o Sformutujesz definicje rownania diofantycznego.
e Znajdziesz niektore rozwigzania calkowite rownan pierwszego stopnia z dwiema

niewiadomym.



Przeczytaj

Przyktad 1
Znajdziemy rozwigzania catkowite rOwnania z + y = 3.
Rozwigzanie

Wiemy juz, ze rozwigzaniami takiego rownania sg pary liczb (z, y), ktére spetniaja to
rownanie.

W tym przykiadzie wybieramy tylko takie pary, w ktorych liczby x oraz y naleza do zbioru
liczb catkowitych.

Wypiszmy kilka przyktadowych rozwigzan:

7y Rozwigzanie - para liczb calkowitych
z=0 y=3 (0, 3)
z=1 y =2 (1, 2)
x =2 y=1 (2, 1)
x=3 y=0 (3, 0)
x=4 y=—1 4, — 1)
z=>5 y=—2 (5, —2)
=06 y=—3 (6, —3)

Widac, ze istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan.
Definicja: Rdwnanie diofantyczne pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

Rownaniem diofantycznym pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi nazywamy
réwnanie postaci ax + by = ¢, gdzie: a, bi ¢ € Z i szukane rozwigzania (z, y) stanowig
pary liczb catkowitych.

Przyktad 2

Wyznaczymy rozwigzania calkowite rownania 3z + 2y = 1.
Rozwigzanie

Rozwigzaniem, ktore daje si¢ tatwo zauwazyc¢ jestx = 1iy = —1.

Innymi rozwigzaniami tego réwnania sg np. pary: (—1, 2), (3, — 4), ale juz nie tak fatwo
to odgadnac.




Twierdzenie: o rozwigzaniach réwnania diofantycznego

Rownanie diofantyczne postaci ax + by = ¢, gdzie a, bi ¢ € Z, ma rozwigzania (x, y),
gdzie x i y sg liczbami catkowitymi wtedy i tylko wtedy, gdy NW D(a, b) jest dzielnikiem
liczby c.

Przyktad 3

Sprobujemy wyznaczyC rozwigzanie catkowite rownania 2z + 4y = 5.
Rozwigzanie

To rownanie nie ma rozwigzan catkowitych.

Wykazemy to korzystajac z twierdzenia o rozwigzaniach roéwnania diofantycznego.

W przyktadzie:
a=2
b=14

NWD(a, b) = NWD(2, 4) =2
c=5
2 r 5 (dwa nie dzieli pieciu)

Zatem NW D(a, b) nie jest dzielnikiem ¢, wiec rownanie diofantyczne 2z + 4y = 5 nie
ma rozwigzania (w zbiorze liczb catkowitych).

Twierdzenie: o parze liczb bedacej rozwigzaniem réwnania diofantycznego

Jesli para (zg, yo) jest rozwigzaniem rownania diofantycznego postaci ax + by = c,
gdzie a,bic € Zijeslid = NWD(a, b), to kazde rozwigzanie dane jest wzorem:

z=z0+ 5t te€Z
y=yo— g7t teZ

Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie diofantyczne 10x 4 5y = —5.
Rozwigzanie

Sprawdzamy, czy rownanie ma rozwiazanie.

Wyznaczamy wspotczynniki a, bi c.


javascript:void(0);

Obliczamy najwigkszy wspolny dzielnik wspétczynnikéw a i b.
NWD(a, b) = NWD(5,10) =5

9 jest dzielnikiem ¢ = —5, w wiec zgodnie z powyzszym twierdzeniem, istniejg
rozwiagzania tego réwnania.

Mozemy tatwo zauwazy¢, ze jednym z rozwigzan tego rownania jest para liczb (1, — 3),
aby znalez¢ inne rozwigzania mozemy skorzysta¢ z twierdzenia.

Korzystajac z twierdzenia o parze liczb bedacejrozwigzaniem réwnania diofantycznego,
jesli przyjmiemy zo = 11 yy = —3, otrzymujemy:

e dlat=1

z=1+2-1=1+1=2
y=-3-2.1=-3-2=-5

Rozwigzaniem jest para (2, —5).
Sprawdzamy: L =10-2+5-(—5)=20—-25=—-5=P
o dlat = -2

r=1+2-(-2)=1-2=-1
y=-3-2.(-2)=-3+4=1

Rozwigzaniem jest para (—1, 1).
Sprawdzamy: L =10 (-1)+5-1=-10+5=-5=P

Mozesz w ten sposoOb znalez¢ jeszcze inne rozwigzania. Jest ich, jak wiesz, nieskonczenie
wiele.

Przyktad 5
A teraz sprawdzimy, czy udato sie nam prawidtowo odczyta¢ wiek Diofantosa.
Rozwigzanie

Oznaczmy:



 czas zycia Diofantosa - x

o dziecinstwo - %:c

o okres miodosci - 1—12w

» czas miedzy wiekiem mltodzienczym, a Slubem - %m
» oczekiwanie na syna -5

e czas zyciasyna - %m

e czas, jaki Diofantos zyt po Smierci syna - 4
Uktadamy rownanie z jednag niewiadoma:
tr+Hr+iz+5+ir+d=x
Rozwigzujemy je metoda rownan rownowaznych:
ST+ T +Fr+5+pr+d=z

%:c—|—9+%:c:a:

m—%w—g—ix:9
o =94

r =284

A zatem:

Diofantos zyt 84 lata. A oto pozostate informacije:

» jego dziecinstwo to 14 lat, lica pokwitly mu w wieku 21 lat, a ozenit si¢, gdy miat 33
lata.

o gdy miat 38 lat urodzit mu si¢ syn, ktory zyt jedynie 42 lata.

Stownik
réwnania diofantyczne pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

rownania postaci ax + by = ¢, w ktorym wspotczynniki a, b, ¢ s liczbami catkowitymi
oraz rozwigzania (z, y) stanowig pary liczb catkowitych



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z algorytmem Euklidesa, a nastepnie zobacz, jak mozna go wykorzystac do

znajdowania rozwigzan réwnania diofantycznego.

Polecenie 2

a. Rozwiaz réwnanie diofantyczne 98z + 42y = 70.

b. Korzystajac z algorytmu Euklidesa, wyznacz rozwiazanie (g, yo), gdzie zg € Ziyg € Z.

c. Nastepnie dla t = 2 wyznacz przyktadowe rozwiazania (z, y), gdziex € Ziy € Z.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz w pary liczby a i b z ich najwiekszym wspdlnym dzielnikiem.

a=462,b=90 2

a=234,b=164 6

a = 420,b =275 7

a =245b =112 5
Cwiczenie 2

Zdanie Prawda Fatsz

Kazda z par liczb:
(~3,23),(0,8), (7, —27)

jest rozwigzaniem rownania O O
o + y = 8.
Kazda z par liczb:
(-7, —3),(0,8),
(3, — 1) jest rozwiazaniem O O

réwnania x — 5y = 8.




Cwiczenie 3

Zaznacz te réwnania diofantyczne, ktére posiadajg rozwigzania.

(] 184z—345y = 92

(] 245z + 112y = 14

(] 25z—135y = 49

() 255z + 252y = —80

Cwiczenie 4

Przeciagnij do réwnan ich rozwiazania (z, y), takie, ze x i y sa liczbami catkowitymi.

z—3y=10
(-2, —16)”(4,2)
(7, -1 || 4 -2)
32—y =10 (0, —10) || (-2, —4) |
(10,0) | | (7,11)




Cwiczenie 5

Uporzadkuj zapis obliczenia NW D(1517, 1073) za pomoca algorytmu Euklidesa.

444 =185 -2+ 74

74=37-2+0

NWD(1517, 1073) = 37

1073 =444 -2 4+ 185

1517 = 1073 - 1 + 444

185 ="74-2+4 37
Cwiczenie 6

Uzupetnij brakujace liczby i przyciagnij do gornej sekcji tylko te, ktére sg rozwigzaniami
réwnania diofantycznego 3z + 5y = 40.
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Cwiczenie 7 @

Wskaz réwnanie, ktérego rozwiazaniami jest kazda z par liczb: (—2, 11), (0, 5), (1, 2).

O —9z—-3y=15

() 3z+y=-5

O 3z+y=5

() 6z +2y=-10

(O 15z + 3y =10
Cwiczenie 8 @
Wiedzac, ze rozwigzaniem kazdego z réwnan jest para liczb (1, — 1), wyznaczinne

rozwigzanie dla wskazanego obok t € Z. Wpisz prawidtowe liczby.

Rozwigzaniem réwnania 15z 4 21y = —6 dlat = 6 jest para liczb: (‘

| )

Rozwigzaniem réwnania 18x — 27y = 45 dlat = 2 jest para liczb: (‘

| )




Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Poszukiwanie rozwigzan réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposéb rownowazny;

2) interpretuje rownania i nierébwnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje w zakresie wielojezycznosci

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» formuluje definicje rownania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

e rozpoznaje rOwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

e rozpoznaje sytuacje, w odniesieniu do ktorych, otrzymujemy rownania pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e analiza przypadku
o dyskusja
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem galerii zdje¢ interaktywnych

Formy pracy:

o pracaindywidualna
» praca catego zespotu klasowego
e pracaw grupach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci dotyczace rownan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi i ich rozwigzan.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach metodg analizy przypadku. Analizuja przykiady zawarte
w czesci ,Przeczytaj” i galerii zdje¢ interaktywnych.

2. Nauczyciel kontroluje prace grup, wyjasnia watpliwosci.

3. Uczniowie wspoalnie z nauczycielem omawiajg galeri¢ zdje¢ interaktywnych
i konsultuja wykonanie umieszczonego pod nim polecenia.
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdgzyli wykonac na lekcji.
Materialy pomocnicze:

Uktad rownan z dwiema niewiadomymi — opisywanie zwiazkow miedzy wielko$ciami za
pomoca rownan


https://epodreczniki.pl/a/uklad-rownan-z-dwiema-niewiadomymi---opisywanie-zwiazkow-miedzy-wielkosciami-za-pomoca-rownan/Dq2fsnXhM

Wskazowki metodyczne:

Galeria zdje¢ interaktywnych moze by¢ wykorzystana przez ucznioéw przed lekcja jako
przygotowanie informacji o metodzie poszukiwania rozwigzan catkowitych rownan
liniowych z dwiema niewiadomymi lub jako utrwalenie wiadomosci z lekciji.



