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Zastosowanie wzoru na sume n poczatkowych
wyrazow ciggu geometrycznego

‘ Zrédto: Jeremy Thomas, dostepny w internecie: www.unsplash.com.
L

W tym materiale zajmiemy si¢ przykladami zastosowania wzoru na sume n poczatkowych
wyrazow ciggu geometrycznego, do wyznaczania wielkoSci zwigzanych z takim ciggiem -
na przykiad ilorazu ciggu, czy jego pierwszego wyrazu. Bedziemy rozwazac¢ gtownie ciggi
majgce skonczong liczbe wyrazow. W przypadku ciggdow nieskonczonych, bedziemy
uwzgledniac¢ tylko niektore ich wyrazy.

Przed zapoznaniem si¢ z treSciami zawartymi w tym materiale, warto przypomnie¢ sobie
sposoby rozwigzywania rownan i uktadow rownan.

Twoje cele

e Obliczysz sume skonczonejliczby wyrazéw ciggu geometrycznego.

o Wykorzystasz wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego do
wyznaczania wielko$ci zwigzanych z tym ciagiem.

 Zastosujesz wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego
w zadaniach z kontekstem realistycznym.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnienie najwazniejszych poje¢ i wzordw, zwigzanych z ciggiem
geometrycznym.

Bedziemy przy tym zaktadac¢, ze dany ciag, np. ciag (a,), jest okreSlonydlan > 1in € N,
Definicja: Ciag geometryczny

Ciggiem geometrycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez liczbe g, zwana ilorazem ciggu.

Ciag geometryczny (a,,)

Wyraz og6lny Zalezno$¢ miedzy trzema kolejnymi Suma n poczatkowych
ciaggu wyrazami ciggu wyrazow ciagu
_ 1-¢"
a, =ai-q" ! 0,721 = ap-1 - Aapt1 Sp=a1 - 1—qq

W pierwszym przyktadzie pokazemy, ze znajgc sume kilku wyrazow ciggu geometrycznego,
pierwszy wyraz i iloraz ciggu, mozna okresli¢ ile wyrazow dodano.

Przyktad 1

Dany jest cigg geometryczny (c,) taki, ze ¢; = 4. lloraz ciggu jest rowny 3. Dodano kilka
poczatkowych kolejnych wyrazow tego ciggu i otrzymano 484. lle wyrazéw dodano?

Oznaczmy:
n - liczba wyrazow, ktore dodano (n € N, n > 1),
q - iloraz ciagu.

Podstawiamy dane wynikajace z tresci zadania do wzoru na sume kolejnych wyrazow
ciggu geometrycznego.

Sn = C1- 11:qqn

. 1-3"
484 = 4 - =%
484 — 4. 1=

484 =2-(—1+3")
Dzielimy obie strony rownania przez 2 i wyznaczamy n.

2424+1=3"



javascript:void(0);

OdpowiedZ:

Dodano pie¢ wyrazow ciggu.

Zauwaz, ze w rozpatrywanym wyzej przyktadzie, mozna bylo znaleZ¢ kolejne wyrazy ciggu

i dodawac je tak dtugo, az otrzymamy 484. Jednak w przypadku duzejliczby wyrazow sumy,
taka procedura jest pracochtonna i znacznie prosciejjest korzysta¢ z odpowiednich
WZOrOw.

Teraz podobny, ale trudniejszy przyktad, w ktorym teoretycznie tez, moglibySmy ograniczy¢
si¢ do znalezienia kolejnych wyrazow ciagu (,,od tytu”). Ale nie wiemy ile operacji dzielenia
i dodawania musielibySmy wykonac¢, wiec ponownie skorzystamy z przydatnych wzorow.

Przyktad 2

Obliczymy pierwszy wyraz i liczbe n wyrazow ciggu geometrycznego (b,,), w ktorym
b, = 8748, S,, = 6564 i iloraz ciagu ¢ = (—3).

Korzystamy ze wzoru na n—-ty wyraz ciggu geometrycznego i ze wzoru na sume n
poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego - otrzymujemy uktad rownan.

by - (—3)" " = 8748
by - L — 6564

Obie strony pierwszego rownania mnozymy przez (—3), a obie strony drugiego réwnania
przez (—4).

by - (—3)" = —26244
by - [(—3)" — 1] = —26256
Z pierwszego rownania wyznaczamy b; i wstawiamy do drugiego réwnania.
_ —26244
b= T
% [(=3)" — 1] = —26256
Przeksztalcamy drugie rownanie i wyznaczamy n.

—26244 - (—3)" = —26256 - (—3)" — 26244

12 (=3)" = —26244




n=7
Znamy juz liczbe wyrazow, ktore dodawaliSmy - liczba 7 jest liczbg naturalng dodatnia,
wiec spetnia warunki zadania. Wyznaczymy pierwszy wyraz ciggu.

_ —26244 _
= 3 =12

OdpowiedZ:

Pierwszy wyraz ciggu jest rowny 12. Dodawano 7 wyrazow tego ciggu.
W kolejnym przykiadzie na podstawie znanych wyrazow ciagu, znajdziemy sume ciggu.

Przyktad 3

Piaty wyraz rosngcego ciggu geometrycznego (cp) jest rowny 10000, a siodmy jest rowny
62500. Wyznaczymy sume pieciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

Oznaczmy:

c5 — piaty wyraz rozwazanego ciggu,

c7 - siodmy wyraz ciagu,

S5 — suma pierwszych pieciu wyrazéw ciagu.

Zauwazmy, ze ¢y = Cs - q2. Zatem:

62500 = 10000 - ¢>

¢’ =6,25

q=2,5lubg=—-2,5

Poniewaz cigg ma by¢ rosnacy, zatem q = 2, 5.

Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu.

cs=c1-qt

10000 = ¢; - (£)°

c1 = 256

Obliczamy sume pieciu poczatkowych wyrazow ciggu.
1-(2

S5 = 256 - —(3)

5
-7

3093

S5 = 256 - ==

o oo




S; = 16496
OdpowiedZ:

Suma pieciu poczatkowych wyrazow ciggu jest rowna 16496.

Pokazemy, jak znajac dwie sumy kilku wyrazow ciggu geometrycznego, mozna znalez¢ wzor
ogolny tego ciggu i jego wyrazy.

Przyktad 4

Dany jest malejgcy ciag geometryczny (a,,) szesciowyrazowy. Suma trzech pierwszych
wyrazow jest rowna 168, a suma trzech koncowych wyrazow jest oSmiokrotnie mniejsza.
Znajdziemy wyraz ogolny ciggu i obliczymy wszystkie wyrazy tego ciggu.

Oznaczmy:
ai, as, . .., ag — kolejne wyrazy ciagu.

Na podstawie treSci zadnia mozemy zapiac, ze
a1 +as+a3 =168ia4 + a5+ ag =168 : 8 = 21
Wynika stad, ze Sg = 168 + 21 = 189.

Teraz mozemy zapisa¢ odpowiedni uktad rownan, korzystajac ze wzoru na sume n
kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego.

Poniewaz ciag jest malejacy, zatem q # 1.

a1 4L =168ia; - 1L =189

Dzielimy stronami drugie z otrzymanych rownan przez pierwsze.

ar- L i (o0 4 ) =189 168
a(l-¢) 1-q _ 189
1—q a1(l—g3) — 168

Skracamy utamki i korzystamy z tego, ze 1 — ¢% = (1 — q3) (1 + q3).

l+¢°=§5=q=73

Znajdujemy teraz pierwszy wyraz ciggu.

_ 1
a1 - —% — 168

-7

a; = 168 - 3 = 96
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Zapisujemy wzor ogolny ciggu: a,, = 96 - (%)n_l, gdyn € {1, 2, 3,4, 5,6}
Kolejne wyrazy ciggu to: 96, 48, 24, 12, 6, 3.

Rownanie, ktore teraz rozwiazemy, moze wydawac sie do$¢ trudne. Jednak rozumowanie,
ktore przeprowadzimy, bedzie podobne do tych, stosowanych w poprzednich przyktadach.

Przyktad 5

Rozwigzemy rownanie wiedzgc, ze lewa strona réwnania jest suma kolejnych wyrazow
ciggu geometrycznego.

T4l p14. 4 2=25575

Na podstawie tresci zadania wnioskujemy, ze liczby
11

Z, 7, 1 DR

sa kolejnymi wyrazami pewnego ciggu geometrycznego, ktorego pierwszy wyraz jest
rowny %, ailoraz

1 4
Liczba 255, 75 jest suma kolejnych wyrazow tego ciggu. Ustalimy ilu.

Zapisujemy lewa strone réwnania, korzystajgc ze wzoru na sume n kolejnych wyrazow
ciagu geometrycznego.

1, 1=2" = 255,75

412

2" —1=1023
2" =1024

n =10

ObliczylisSmy, ze lewa strona rownania jest sumg dziesieciu wyrazow ciggu. Zatem x to
dziesigty wyraz tego ciggu. Czyli

z=+4-2071 =22 —128

OdpowiedZ:

Rozwigzaniem rownania jest liczba 128.

Stownik



ciag geometryczny

ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. Zwrd¢ uwage na zastosowania wzoru na sume n
kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego w obliczeniach praktycznych.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DeeXINSYH

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zastosowania wzoru na sume n wyrazow ciagu

geometrycznego.

Polecenie 2

Danych jest sze$¢ trojkatow o wspdlnej podstawie dtugosci 2. Wysokos$¢ pierwszego,
najmniejszego z trojkatow jest réwna 1. Wysokos$¢ drugiego tréjkata jest réwna 2, wysokosé
kazdego kolejnego trojkata jest dwukrotnie wieksza, niz wysokos¢ poprzedniego trojkata.
Oblicz sume pol tych tréjkatow.



https://zpe.gov.pl/a/DeeXJN5YH

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz. Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

o wyrazach dodatnich jest rowna % Réznica miedzy czwartym a pierwszym wyrazem tego
ciggu tez jest rowna % lloraz tego ciggu jest rowny:

o O O

w|p—~

O 3

Cwiczenie 2 ®

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Pierwszy wyraz naprzemiennego nieskoriczonego ciggu
geometrycznego jest rowny (—2), a wyraz piaty jest rowny (—162). Suma siedmiu
poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest rowna:

1944
—1944

—1094

o O O O

1094




Cwiczenie 3

Lewa strona rownania 243 + 81 4+ 27+...4+x = 364;—3 jest suma kolejnych poczatkowych
wyrazdw ciagu geometrycznego (a,, ). Zaznacz wszystkie réwnosci prawdziwe.

] alozagl

(] ¢=3

(] r =271

Cwiczenie 4

Uzupetnij obliczenia prowadzace do wyznaczenia sumy —2\/5 +4 — 4\/§ +8—...+64
kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ). Przeciagnij odpowiednie liczby.

____________________




Cwiczenie 5

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) jest réwna S, gdy n > 1i
n € N. Potacz w pary sume i odpowiadajacy jej wzoér ciggu.

Sp,=4""1-0,25 a, = 2"
Sn:2n+3_8 an:3_4n—2
S,=2"—-1 an:%.2n—1

Sn:5'2n73—% anzz’nfl

Cwiczenie 6

Dany jest ciag geometryczny (a,), gdyn > 1in € N taki, ze:
a1 =625,q=+, 8, — Sp_1 = L.
Uzupetnij réownosci, wynikajace z tresci zadania, wpisujac odpowiednie liczby naturalne.

an =| !

n=| |

- r

Cwiczenie 7 @

W ciagu geometrycznym (a,) szeSciowyrazowym suma wyrazéw stojacych na miejscach
nieparzystych jest trzy razy mniejsza od sumy wyrazow stojacych na miejscach parzystych.
Suma wyrazow stojacych na miejscach parzystych jest rowna 546. Znajdz wzoér na n-ty
wyraz ciggu.

Cwiczenie 8 @

W rosngcym ciggu geometrycznym suma pierwszych czterech wyrazow jest réwna 85, a suma
nastepnych czterech jest rowna 21760. Wyznacz iloraz ciggu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza sume skonczonejliczby wyrazoéw ciggu geometrycznego

o wykorzystuje wzor na sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego do
wyznaczania wielkos$ci zwigzanych z tym ciggiem

 stosuje wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego w zadaniach
z kontekstem realistycznym

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e Ocenawazona
e technika kruszenia

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie technikg oceny wazonej przypominajg sobie w parach poznane twierdzenia,
wzory, pojecia zwigzane z ciggiem geometrycznym. Ustalenia zamieszczaja na
hierarchicznym grafie, ktory powinien obrazowac¢ powigzania miedzy wzorami
1 pojeciami.

2. Wybrany uczen omawia efekty pracy swoje i osoby, z ktorg pracowal, pozostali
uczniowie ewentualnie koryguja wypowiedz lub przedstawiajg inne pomysty.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach technika kruszenia, rozwazajac przyklady zapisane
w sekcji ,Przeczytaj’. Po przeczytaniu tresci przyktadu, ustalajg z czego mogg wynikac
problemy w rozwigzaniu danego zadania. Zastosowanie tej techniki pozwala na analiz¢
danego problemu z innego punktu widzenia i ulatwia poszukiwanie alternatywnych
rozwigzan. Po omowieniu w ten sposob zadania, uczniowie w kazdym przypadku
ustalajg, co nalezy zrobi¢, aby wyeliminowac¢ trudnosci, ktore mogg sie pojawic, co
nalezy wiedziec i jakie wzory zastosowac. Nastepnie poréwnujg swoje przypuszczenia
Z proponowanym rozwigzaniem.

2. Przyklady pokazane w filmie samouczku rozwiazuja samodzielnie, porownujac
Z proponowanymi rozwigzaniami.

Faza podsumowujaca:

1. W ramach podsumowania zaje¢ uczniowie wspolnie wypracowujg algorytm
rozwigzania prostego zadania, wymagajacego zastosowania wzoru na sume
poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego.



2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Ciagg geometryczny

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswieconych zastosowaniu ciaggu
geometrycznego w sytuacjach praktycznych.


file:///a/DCzQVB399

