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Ostrostup czworokatny

Zrédto: Adam Bichler, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Ostrostup czworokatny to bryta, ktorg najczesciej spotkamy w zyciu codziennym.
Gdziekolwiek spojrzymy, zobaczymy dachy w tym ksztalcie, altany, karmniki, wigwamy, itd.

Piramida w Rapie

Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.



Zdjecie przedstawia piramid¢ w Rapie na Mazurach. W Polsce jest duzo takich budowli.
Dlatego warto wiedzie¢, co to jest ostrostup czworokatny, jakie sg jego rodzaje i wlasnosci.

Tutaj wlasnie sie tym zajmiemy.
Twoje cele

o Zdefiniujesz ostrostup czworokatny.

» Zdefiniujesz ostrostup czworokatny prosty, ostrostup czworokatny pochylty
i ostrostup prawidlowy czworokatny.

e Obliczysz dlugos¢ krawedzi, pole Scian bocznych i pole podstawy ostrostupa.

o Wykorzystasz twierdzenie cosinusow i twierdzenie Pitagorasa do obliczania
dtugosci odcinkoéw w ostrostupie.

o Wykorzystasz wzor na dlugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie.

» Zastosujesz funkcje trygonometryczne do obliczania dtugo$ci odcinkow

w ostrostupie czworokgtnym.



Przeczytaj

Ostroshup to wieloScian, ktorego jedna Sciana (zwana podstawg) jest dowolnym wielokgtem,
a wszystkie pozostale Sciany (zwane Scianami bocznymi) sg trojkatami o wspolnym
wierzchotku.

Ostrostup czworokatny to ostrostup, w ktérym podstawa jest czworokatem.

Pokazemy klasyfikacje ostrostupow czworokatnych:

OSTROSEUPY CZWOROKATNE
Ostrostupy Z7 Ostrostupy
czworokatne czworokatne

Ao

proste .! pochyte

Ostrostupy Z?
czworokatne

prawidtowe ‘i!‘

Ostrostup czworokatny prosty - ostrostup, ktérego podstawy jest czworokat, a wszystkie
krawedzie boczne s3 tej samej dtugosci. Na podstawie ostrostupa prostego da si¢ opisac
okrag, a spodek wysokosci jest jednoczesnie srodkiem tego okregu. W ostrostupie prostym
krawedzie boczne tworzg z ptaszczyzng podstawy katy o rownych miarach.

Ostrostup czworokatny pochyly - ostrostup, ktéorego podstawa jest czworokat a prosta
prostopadta do ptaszczyzny podstawy, przechodzgca przez wierzchotek ostrostupa, nie
przecina podstawy w Srodku jej ciezkosci. Krawedzie boczne nie s3 tej samej dlugosci.

Ostroshtup prawidlowy czworokatny - ostrostup, ktorego podstawq jest kwadrat,
a wszystkie krawedzie boczne s3 tej samej dlugosci. Spodek jego wysokosci pokrywa sie
z punktem przeciecia przekatnych kwadratu.

Oto przyktady niektorych ostrostupoéw czworokatnych:

e Ostrostup pochyly o podstawie rownolegtoboku.
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e Ostrostup o podstawie rombu.

Zauwazmy, ze ostrostup ten nie jest prosty, gdyz na rombie, ktory nie jest kwadratem, nie da
sie opisac okregu.

e Ostrostup pochyly o podstawie trapezu rOwnoramiennego.



o Ostrostup prosty o podstawie prostokata.

Przyktad 1
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Na rysunku przedstawiono ostrostup o podstawie rombu. Obliczymy sume dtugosci
krawedzi tego ostrostupa.

Rozwigzanie

Skoro w podstawie mamy romb, to wszystkie krawedzie podstawy sg tej samej dlugosci.
Obliczymy dtugosci krawedzi bocznych; oznaczymy je jako k. S one rowne, bo
wierzchotek ostrostupa lezy nad punktem przeciecia przekatnych rombu. Wiemy, ze kat
ptaski przy wierzchotku ostrostupa ma miare 30°. Wykorzystamy twierdzenie cosinusow:

52 = k® + k> — 2k% cos 30°
925 — 2k2 — 22 . V3

2

25 = 2k? — k2v/3

25:k2(2—\/§)
PR Akl
k:\/ﬁz\/25(2+\/§> —5vV2+/3

Zatem suma dtugosci krawedzi ostrostupa wynosi 20 4+ 20V 2 + v/ 3.

Przyktad 2

Podstawg ostrostupa pochylego jest prostokat ABCD. Krawedz AS jest wysokoscia tego
ostrostupa o dtugosci s. Najdtuzsza krawedz boczna ma dtugosc¢ 3s, a stosunek diugosci
bokow podstawy wynosi 1 : 2. Obliczymy sume diugosci jego krawedzi.
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Rozwigzanie

Wykonamy rysunek pomocniczy. Wprowadzimy dodatkowe oznaczenia na rysunku,
ktore pomogg nam w poézniejszych obliczeniach:

S

Przekatna podstawy ma dlugos¢:

|AC|” = a® 4 (2a)°

|AC| = aV/5

Trojkat SAC jest prostokatny. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa obliczymy a:
s2 + (a\/g)z = (3s)?

5a2 = 9s% — §2

5a2 = 8s2

_ 8 _ 2_\/5_23\/E
a—=s 5—5\/3— .
Zatem:

_43\/ﬁ
2a——5 .

Trojkat SAB jest prostokatny. Obliczymy krawedz y:

—\2
82_|_<43\5/10> — o2



Trojkat SAD jest prostokatny. Obliczymy dtugos¢ krawedzi z:

s2 1 (23\/10)2 g2

2 _ 13 .2
58—58

_ 1B VB sV
r =S8 5 8\/5 5

Obliczymy sume dtugosci krawedzi ostrostupa:

23\/_

4 \/— (¢@+\/E+20+12x/ﬁ)

V65
2+ +2. =

5 1 §4+35+2.

Przyktad 3

Podstawa ostrostupa jest trapez rownoramienny, ktorego dtuzsza podstawa ma dtugosc
15 cm. Przekatna tego trapezu jest prostopadta do ramieniaima 12 cm, a krawedzie
boczne ostrostupa majg po 20 cm dtugosci. Obliczymy pole podstawy i wysokos¢
ostrostupa.

Rozwigzanie

Wykonamy rysunek pomocniczy ostrostupa. Wprowadzmy dodatkowe oznaczenie. Niech
x - dtugosci ramion trapezu.



Poniewaz podstawa jest trapezem réwnoramiennym, to da si¢ na niej opisa¢ okrag.
Promien okregu opisanego na tej podstawie jest rowny promieniowi okregu opisanego
na trojkacie prostokatnym ABC. Jego $rodek jest zatem Srodkiem boku AB

i jednoczesnie jest spodkiem wysokosci ostrostupa.

Wykonamy tez rysunek podstawy:

D C

15

Skoro przekatna trapezu jest prostopadta do ramienia, to, z twierdzenia Pitagorasa,
obliczymy jego dtugosc¢:

xz? = 15% — 122
r =09,

. . - . 12:9 _ 15k
Obliczymy dtugoS¢ wysokoSci trapezu: =5= = =+



Zatem
y2 _ 92 7, 22
y=>5,4

€O oznacza, ze gorna podstawa trapezu ma dlugosc:
15—-2-5,4=4,2

Obliczymy pole trapezu:

P, = 1222 .72 = 69,12 cm?.

Obliczymy teraz dtugoS$¢ promienia okregu opisanego na podstawie. Wykonamy rysunek
pomocniczy.

20 20

-—

Skoro jest to trojkat prostokatny, to promien jest rowny potowie przeciwprostokatne;.
R=17,5

Mozemy obliczy¢ wiec dtugo$¢ wysokoSci ostrostupa, wykorzystujgc twierdzenie
Pitagorasa w trojkacie prostokatnym SOB:

H? = 20> —7,5?

H — /1375 _ 5V55

4 5 cim.



Przyktad 4

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat ptaski przy wierzchotku ostrostupa ma
miar¢ o oraz cos o = %. Obliczymy miare¢ kata pomiedzy przeciwlegltymi krawedziami
bocznymi ostrostupa wiedzac, ze krawedz podstawy ma diugosc a.

Rozwigzanie

Wykonamy rysunek pomocniczy. Oznaczymy krawedzie boczne przez x.

Z twierdzenia cosinusOw mamy:

41

2 _ 2 2 _ 9. p.p. 41
=zt 2w3350

a

2 _ 0.2 o2 Al
a‘ = 2x 2x =5

50a® = 100x% — 822

50a® = 1822
2 = %aQ
22 — %az
T = %a

Krawedzie boczne majg wiec dtugos¢ %a.

Obliczymy miare kata pomiedzy przeciwlegtymi krawedziami bocznymi ostrostupa.
Oznaczmy go przez f3. Jest to kat przy wierzchotku trojkata AC'S. Narysujemy go.



A s %

Po raz kolejny wykorzystamy twierdzenie cosinusow:

(av2)" = (30)" + (30)" ~2- (34) - (30) - cos

2a% = %a2+%a2 -2 %cﬁ-cosﬂ

2a? = 2a? — 3a?-cosB |-9

18a? = 50a% — 50a’ cos 3

32 _ 16
50 — 25°

cos 3 =
Odczytujemy warto$¢ kata z tablic matematycznych.
B~ 50°

Przyktad 5

Pole $ciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowne S. Kat ptaski
przy wierzchotku ostrostupa ma miar¢ 2a. Obliczymy sume dlugosci krawedzi bocznych
oraz stosunek dlugosci wysokosci ostrostupa do dtugosci jego krawedzi podstawy.

Rozwigzanie

Wprowadzimy oznaczenia pomocnicze. Niech z oznacza dlugos¢ krawedzi bocznej, a -
dtugosc¢ krawedzi podstawy. Wykonamy rysunek:
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Pole $ciany bocznejjest rowne S.
Wykorzystamy wzor na pole trojkata:
P = %ab sin o

Wowczas mamy:

S = Lz?sin2a

Wyznaczymy z tego rownania dlugosci krawedzi bocznych:

2S5 = z2sin 2

2 28
L= sin 2«

_ 25
T = \/ sin 2«

Suma krawedzi bocznych wynosi wiec: 4

28

sin 2« *

Zajmiemy sie teraz obliczeniem dlugosci krawedzi podstawy i wysokoSci ostrostupa.
Narysujemy jedng Sciane boczng.



Przez h oznaczymy wysokosc¢ tréjkata, wiec trojkat SEC jest prostokatny.
Wiemy, ze pole tego tréojkata wynosi S, wiec mamy rownanie:
%ah =S.

Ponadto z funkciji trygonometrycznych mamy, ze:

1

—2h£ =tga,
co daje:

%a =h-tga.

Podstawiamy zalezno$¢ do pierwszego rownania. Wowczas mamy:
h-tga-h=2>5

h*tga =S



Aby policzy¢ dtugos¢ wysokosci ostrostupa, oznaczmy jg przez H. Wykonajmy kolejny
rysunek pomocniczy:

H? = 1~ (3a)’

H?2=_5 _ Stga

tga
2 S(1-tg? o)
H* = tga
- S(1-tg?a)
H = —ga

Obliczymy zatem stosunek wysokosci ostrostupa do dtugosci jego krawedzi podstawy:

S(lftg2 a)
tga . S(l_tgza) o \/17tg2a
a —  2/Stga 4S5tg?a — 2tga

Przyktad 6

Krawedz SD ostrostupa, ktérego podstawa jest prostokgt ABC D, ma dtugos¢ ci jest
prostopadia do ptaszczyzny podstawy. Najdtuzsza krawedz boczna tworzy z podstawg kat
o mierze a, a jedng z sgsiednich krawedzi bocznych kat o mierze 3. Pokazemy, ze trojkat
SBC(C jest prostokatny.

Rozwigzanie



Wykonamy rysunek pomocniczy. Wprowadzimy dodatkowe oznaczenia:

a i b - dtugosci bokéw prostokata.

Zauwazmy, ze trojkaty SDA, SDC, SDB sa prostokatne. Powstajg wiec rownania:
2 +a*=|SCP° 2 +b® =|SA|’, & +|DB|* = |SB|*.
Ponadto wiemy, ze:

|IDB|* = a2 + b? oraztga = o7 co daje, ze

|DB| = - ga
Natomiast 5B B| = sin a, wiec
|SB| =

sina *

Z trojkatow SDC'i SDB mamy zatem:

c® + a® = |SC)?
¢ + |DBJ* = |SBJ’

? +a®=|SC
P+ a®+b =|SB*

Zatem |SC|* + b? = |SBJ?, co daje, ze b* = |SB|* — |SC|>.



Zauwazmy, ze krawedzie SC'i SB sg bokami tréojkata SBC. Z twierdzenia cosinusow dla
tego trojkgta mamy rownanie:

b2 = |SB|> +|SC|* —2-|SB]| - |SC| - cos B

ISB|*> — |SC|* = |SB|* +|SC|> —2-|SB| - |SC| - cos B
—2|SC|* = —2-|8B|-|5C| - cos 8

|SC| = |SB| cos 8

_ 15¢]
COS/B = .S'_B\

Oznacza to, ze trojkat SBC jest prostokatny.

Stownik
ostrostup prosty

to taki ostrostup, ktorego wszystkie krawedzie boczne sg rowne. Warunek ten jest
rownowazny warunkom:

1. w podstawie ostrostupa prostego znajduje si¢ wielokat, na ktorym mozna opisac
okrag,
2. spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie

ostrostup prawidtowy

ostrostup prosty, ktorego podstawa jest wielokat foremny

ostrostup pochyty

ostrostup, w ktorym spodek wysokosci nie jest Srodkiem cigezkosci podstawy
kat ptaski przy wierzchotku ostrostupa

kat, ktoérego wierzchotkiem jest wierzchotek ostrostupa a ramiona sg krawedziami Sciany
boczne;j




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Ogladajac galerie zdje¢ interaktywnych, sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzac
zamieszczone tam zadanie, a w kolejnym kroku poréwnaj rozwigzania.

Polecenie 2

Podstawg ostrostupa jest prostokat, ktérego boki majg dtugos$¢ 2x i 4. Krawedzie boczne sg
tej samej dtugosci, a miara kata ptaskiego przy wierzchotku ostrostupa w wiekszej Scianie
bocznej wynosi a.. Oblicz wysokos$¢ ostrostupa.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1

Podstawg ostrostupa jest kwadrat ABC'D o boku dtugosci 8. Krawedz boczna AS jest
prostopadta do podstawy oraz | DS| = 12. Potacz w pary wielko$ci z ich wartosciami.

dtugos¢ wysokosci ostrostupa 4,/ 5
cosinus kata BSC 31_\/31_3

dtugosc¢ najdtuzszej krawedzi bocznej
g ] ) € ] 4\/5

ostrostupa



Cwiczenie 2 @)

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o wysokosci H i kacie miedzy wysokoscig
a krawedzig boczng o mierze a.

B
Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiedZ w puste miegjsca.

« Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego przedstawionego na rysunku

« KrawedzZ podstawy ma wiec dtugosé a suma dtugosci wszystkich krawedzi

1+\/§sma
cos o cos a

1+\/§cosa =
H Hy2
sin | sin « cos H\/§ tg o




Cwiczenie 3

Podstawg ostrostupa jest romb o obwodzie dtugosci L i kacie ostrym a. Krawedz boczna
wyprowadzona z wierzchotka kata « jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy. Dwie $ciany

boczne tworza z ptaszczyzng podstawy kat 8 # 90°. Uzupetnij zdania, przeciagajac
prawidtowe odpowiedzi w puste miejsca.

L’sina L’sina

Cwiczenie 4

Kazda sciana ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma pole P. Jaka dtugo$é ma
wysokosc¢ tego ostrostupa? Zaznacz poprawng odpowiedz.

P15
O =
O \/145P



Cwiczenie 5

Podstawg ostrostupa jest trapez réwnoramienny o kacie ostrym o, w ktérym ramie i krétsza
podstawa majg dtugosc a. Przekatna trapezu jest prostopadta do ramienia, a wszystkie
krawedzie boczne ostrostupa majg dtugos$é 2a. Ocen prawdziwosé ponizszych zdan. Przy
kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo ,Fatsz”.

Prawda Fatsz
Promien okregu opisanego
na podstawie ostrostupa O O
.. a(l+2cos )
ma dfugos¢ ——5——
Wysokos$¢ ostrostupa ma O O
.« ay/15—2cosa
dtugos¢ ————
Pole podstawy wynosi
a’sin a(1 + cos ) O O

Suma dtugosci krawedzi

ostrostupa wynosi O O
12a(1 + cos @)

Cwiczenie 6

Dany jest ostrostup, ktérego podstawa ABCD jest kwadratem o boku a. Sciana boczna
ADS jest trojkatem réwnobocznym i jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy. lle wynosi
pole powierzchni bocznej tego ostrostupa? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O a2(1+\/§+ x/?)
O %a2(4+\/§+ﬁ>

O %a2(1+\/§+\/7>



Cwiczenie 7 @

Pole sciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowne polu jego podstawy.
Jaka miare ma kat ptaski przy wierzchotku ostrostupa? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 62°
O 28°
O 26°
Cwiczenie 8 O

Podstawg ostrostupa ABC DS jest trapez prostokatny ABC' D o polu réwnym S, w ktérym
ABIICD,AD | AB, |AB| = 2|CD|, |AD| = |DC|. Wysokos¢ ostrostupa jest krawedzia
SD ijej dtugosc jest rowna dtugosci krotszej podstawy trapezu. Oblicz sume krawedzi
ostrostupa oraz sinus kata nachylenia krawedzi SB do ptaszczyzny podstawy.



Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Grazyna Kietczykowska

Przedmiot: Matematyka

Temat zajec: Ostrostup czworokatny

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje ostrostup czworokatny,

« definiuje ostrostup czworokatny prosty, ostrostup czworokatny pochyly i ostrostup
prawidtowy czworokatny,

 oblicza dlugos¢ krawedzi, pole Scian bocznych i pole podstawy ostrostupa,

» korzysta z twierdzenia cosinusow i twierdzenia Pitagorasa do obliczania dtugosci
odcinkow w ostrostupie,

o korzysta ze wzooru na dtugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie,

 stosuje funkcje trygonometryczne do obliczania dtugosci odcinkoéw w ostrostupie
czworokatnym.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm.



Metody nauczania:

o dyskusja,
« mapa mysli,
e pogadanka z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych.

Formy zajeé:

» pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiej w pracowni komputerowej. Lekcje t¢ mozna
przeprowadzi¢, majac do dyspozycji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel pyta uczniow, czy pamietaja, czym charakteryzuje sie ostrostup
czworokatny.

2. Nauczyciel dzieli klas¢ na dwie grupy, ktore tworzg mapy mysli. Pierwsza grupa ma
uwzglednic¢ jak najwiecej wiasnosSci ostrostupa prostego czworokatnego, druga -
pochylego. Uczniowie przedstawiaja przykiady takich ostrostupow.

3. Nauczyciel zadaje pytanie, w ktorej grupie znajdzie si¢ ostrostup prawidtowy
czworokatny.

4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow, aby otworzyli Galeri¢ zdje¢ interaktywnych i przeanalizowali
w parach zamieszczone tam zadanie.

2. Uczniowie, pracujgc w parach, rozwigzuja Polecenie 2.
3. Uczniowie wspolnie omawiajg wyniki.
4. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa

» Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:
e Ostrostup i jego wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Zadania zawarte w galerii zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢ do obliczania pola
i objetosci ostrostupa.
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