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Wielowiekowe proby odpowiedzi na pytania
postawione przez Diofantosa doprowadzity do szybkiego rozwoju metod algebraicznych
rozwigzywania réwnan. A co za tym idzie wzoréw skroconego mnozenia, pomocnych
w rozkltadzie na czynniki wyrazen algebraicznych.

W tym materiale poznasz dwa z takich wzoréw - wzor na roéznice n-tych potegi wzoér na
sume n-tych poteg.

Twoje cele

e Zapiszesz roznice poteg o wykladnikach naturalnych dwoch wyrazen w postaci
sumy jednomianow.

e Zapiszesz sume poteg o wyktadnikach naturalnych dwoch wyrazen w postaci sumy
jednomianow.

» Wykorzystasz poznane wzory skroconego mnozenia do przeksztatlcania wyrazen

algebraicznych.



Przeczytaj

Wz6r na réznice n-tych poteg

Zapiszmy kilka roznic kolejnych naturalnych poteg liczb x oraz y.

2’ —y’ = (z —y)(z +y)

2’ —y’ = (z —y)(«® + 2y + )

zt —yt = (z — y) (2® + 2?y + zy® + )

25— f = (z — y) (x* + 23y + 2292 + 2P + v)

Zauwaz, ze w powyzszych wzorach liczba wyrazéw w drugim nawiasie jest rowna
wykladnikowi poteg stojgcych z lewej strony rownosci.

Analizujgc powyzsze wzory zauwazamy tez inne analogie, ktore mozna ujg¢ w postaci wzoru
ogolnego.

Wazne!
Wzo6r na roznice n-tych poteg:

Dla liczb rzeczywistych z, y i dowolnejliczby naturalnejn > 1 prawdziwy jest wzor

2" — " = (z — ) (wn—l R yn—l)
Pokazemy teraz kilka zastosowan powyzszego wzoru.

Przyktad 1

Zapiszemy w postaci iloczynu a® — 32.

Poniewaz 32 = 2°, wiec do wzoru

° — 1y = (z —y) (zr:4 + 23y + 2% + zy + y4)

podstawiamy:

r=a,y=2

a®—25=(a—2)(a* +2a +a? 22 +a-23 +24)

Wykonujemy wskazane dzialania w nawiasie.
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a® — 32 = (a — 2)(a* + 2a® + 40 + 8a + 16)

Zauwazmy, ze wzOr na roznice n-tych poteg dla n = 2 to znany nam juz wzor
skroconego mnozenia na roznice kwadratow dwoch wyrazen. Zatem jesli wyktadnik
potegi jest liczbg parzystg, to, rozkladajac na czynniki wyrazenie " — y" mozna
skorzysta¢ (w niektorych przypadkach kilkakrotnie) wiasnie z tego wzoru.

Przyktad 2
Zapiszemy w postaci iloczynu: M = 625 — k*.
Zauwazmy, ze 625 = 25% i k* = (k2)2.

Aby zapisa¢ podane wyrazenie w postaci iloczynu, korzystamy dwukrotnie ze wzoru
skroconego mnozenia na roznice kwadratow.

M =625 — k* = 25% — (k2)” = (25 — k%) (25 + K?)

M = (5—k)(5+k)(25 + &k*)

Przyktad 3

Zapiszemy iloczyn (b + 2¢ — 2)(b + 2¢ + 2) w postaci roéznicy poteg.
Oznaczmy:

x=b+2c

Mozemy wtedy zapisac:

(b+2c—2)(b+2c+2)=(z—2)(x+2)

Prawa strona rownosci to iloczyn réznicy dwoch wyrazen przez ich sume - skorzystamy
wiec ze wzoru na roznice kwadratow

(b+2c—2)(b+2c+2) =22 — 2% = (b+2c)” — 22
Przyktad 4

Rozwigzemy rOwnanie (x?’ + w) (:1:2 — 1) =1-—=x
Przenosimy wyrazy z prawej strony rownania na lewa.
(2 +z) (22— 1) +2z—-1=0

Roznice kwadratow zapisujemy w postaci iloczynu.

(2 +z)(z—-1)(z+1)+(z—1)=0


javascript:void(0);

Wylaczamy wspolny czynnik poza nawias.

(z—1) - [(z+a)(z+1)+1] =0

W nawiasie kwadratowym wykonujemy wskazane dziatania.
(z—1)(zs*+2*+22+z+1)=0

Iloczyn stojacy po lewej stronie rownania to roznica pigtych poteg liczb z oraz 1.

2’ —1=0
Stad:
z=1

Rozwigzaniem rownania jest liczba 1.

Wazne!

Jesli n jest liczba naturalng dodatnig, a, b - to dowolne liczby rzeczywiste, to

an _ y2n — (213 _ y)(m T y) ($2n72 + w2nf4y2 + w2n76y4_'_. . _{_m2y2nf4 + y2n72)

Wzér na sume n-tych poteg

Zapiszmy kilka sum kolejnych nieparzystych naturalnych poteg liczb x oraz y.
zl + y1 =Tty

2’ +y’ = (z +y)(2* — 2y + )

° +1° = (z +y) (:c4 — 2y + 2%y — xy + y4)

'+ y" = (z+y) (28 — 2Py + zhy? — 23y® + 2%yt — 2y + F)

Analizujgc powyzsze wzory, zauwazamy pewne analogie, ktére mozna uja¢ w postaci wzoru
ogolnego.

Wazne!
Wzoér na sume n-tych poteg:

Dla liczb rzeczywistych z, y i dowolnejliczby naturalnej nieparzystej n prawdziwy jest
wWZzZOr

" + Yy = (:L' + y) (mnfl . wTL*Qy T — myn72 + ynfl)



Pokazemy teraz kilka zastosowan powyzszego wzoru.
Przyktad 5

Zapiszemy w postaci iloczynu kazda z sum.

Korzystamy ze wzoru na sume n-tych poteg.

z® +32=2"+2° = (z+2)(z" — 24° + 42® — 8z + 16)
4+ 8=2a%+2% = (z+2)(2? — 2z + 4)

m’+1=(m+1)(m*—m+1)

(a:y)7 + 7" = (zy+7) (m6y6 T O Y G T o G L R T 76)

W niektorych przypadkach w postaci iloczynu mozna zapisac¢ tez sumy poteg
o wyktadnikach parzystych.

Przyktad 6

Korzystajgc z tozsamosci Sophie Germain, zapiszemy kazdg z sum w postaci iloczynu.
ald + 8pls — (aﬁ + 2b6) (a12 — 24585 + 4b12)

a'® + 80" = (a* + 2b*) (a® — 2a%b* + 40°)

Przyktad 7

Wykazemy, ze liczba M = 62° + 1 jest liczba ztozona.

M=6204+1=6%5115= (64+1)(616_612+68_64+1)

Liczba M jest iloczynem dwoch liczb naturalnych, z ktorych kazda jest wieksza od 1, jest
wiec liczbg ztozona.

Stownik
wzOr na réznice n-tych poteg
dla liczb rzeczywistych z, y i dowolnejliczby naturalnejn > 1 prawdziwy jest wzor

" — yn _ (:13 . y) (mnfl + $n72y+. . _l_wyn72 + ynfl)




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z materiatem przedstawionym w animacji. Zapisz dwie nastepne réznice poteg,
wynikajace z rownosci podanych w Przyktadzie 1.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DInGUYNKG

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego wzoru na roznice n-tych poteg
dwumianu

Polecenie 2

Wykaz, ze liczba 210 + 712 jest liczba ztozona.


https://zpe.gov.pl/a/D1nGUYnKG

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
Cwiczenie 1 ¢

Potacz w pary wyrazenie i jego zapis w postaci iloczynu.

z° — 9P (z — y)(2® + 2%y + zy® + °)

25— o (z — y) (2 + 2Oy + z%9? + 233 + 2

22 — o2 (z — ) (2t + 2y + 2% + 2 + 3

z’ —y (z —y)(z +y)

ot — yt (a:—y)(a:2+:13y+y2)
Cwiczenie 2 ©

Uzupetnij rozktad na czynniki, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

(@ray+1) || (@2 -9?) | [y | (@ —ay+e?) || (2 +) |[ (@)




Cwiczenie 3

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

0 Wyrazenie (a + b) (a4 — a’b+ a%b? — ab® + b4) mozna zapisac jako sume
piatych poteg liczb a oraz b.

() Jesli(k+1)" — k"= (k+ 1)+ (k+ 1)’k + (k+1)- k2 + k3 ton = 4.

(] Wyrazenie 210 — le to dziesigta potega roznicy.
Cwiczenie 4

Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozktad na czynniki wyrazenia W = x4 — 81.

W =z - 81

W= (z—3)[z*(z+3)+9:(z+3)]
W = (z — 3)(z® + 3'2% 4 3%z + 3%)
W =z*-3*

W= (z—3)(z+3)(z2+9)

W = (z — 3)(z® + 3z + 9z + 27)
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Cwiczenie 5

Wyrazenie a*(a? + 3) — 4 mozna zapisa¢ w postaci
(a—1)(a? + l)2 - (a*+4)

(a—2)(a+2)(a®+1)(a*+1)

(a—1)(a+1)(a*+1)(a* +4)

o O O O

(a—1)%- (a®+1)(a* +4)
Cwiczenie 6

Wiadomo, ze z* + y* + (z + y)* = 2+ (22 + zy + 3?) ? Zatem liczba a spetniajaca
warunek 44 + 64 + 10% = 2a? jest réwna

76
46

152
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Cwiczenie 7

6
Wykaz, ze 2% 4 y* < §—§+%,gdya§7é()iy7é0




Cwiczenie 8 @

4_ y4 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu dwoma sposobami:

Wykaz, ze wyrazenie x
gt —yt = (z —y)(z® + 2’y + zy® + ¥°) lub

et —yt = (z +y) (2 — 2’y + 2y’ — 7).




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor na roéznice n-tych poteg dwumianu

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Zakres rozszerzony.
Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

2) stosuje podstawowe wilasnosci trojkata Pascala oraz nastepujace wiasnosci

wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): (n) =1, n) =n, ( " ) =n,

O-(r0 06

3) korzysta ze wzorow na: a® + b3, (a + b)" i (a — b)".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:

Uczen:



e zapisuje roznice (sume) poteg o wyktadnikach naturalnych dwoch wyrazen w postaci
sumy jednomianow

» wykorzystuje poznane wzory skroconego mnozenia do przeksztalcania wyrazen
algebraicznych

e dobiera argumenty do uzasadnienia poprawnosci rozwigzan problemow

» dobiera odpowiednie modele matematyczne do rozwigzywanych problemow
teoretycznych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
e mini - konkurs

Formy pracy:

praca indywidualna
praca w matych grupach

praca w parach

praca calego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

Uczniowie przypominaja poznane wzory skroconego mnozenia.
Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Nastepnie uczniowie w matych grupach zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji ,,Przeczytaj”
oraz z animacjg.

Faza realizacyjna:

Grupy dziela si¢ pozyskanymi wiadomos$ciami i wspolnie wykonujg mape mysli,
zamieszczajac na niej uzyskane informacje na temat wzorow na réznice i sume poteg.

Uczniowie biorg udzial w mini - konkursie zadaniowym. W parach rozwiazuja ¢wiczenia
interaktywne. Trzy pary, ktore najszybciej poprawnie rozwigzg zadania, otrzymuja oceny



bardzo dobre.
Faza podsumowujaca:

Wybrani uczniowie przedstawiaja zbior najwazniejszych wiadomosci uzyskanych w czasie
zajec¢, oceniaja, czy zakladane cele zostaly osiagniete.

Nauczyciel wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow, oglasza wyniki konkursu
zadaniowego.

Praca domowa:

W domu uczniowie maja za zadanie poszuka¢ probleméw z innych dziedzin wiedzy (np.
z fizyki, chemii), w ktorych wykorzystywany jest wzor na roznice n—-tych poteg.

Materialy pomocnicze:
Wzor skroconego mnozenia na n-ta potege roznicy
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ przy okazji podsumowywania dziatu zwigzanego
z wyrazeniami algebraicznymi lub rozktadem wielomianow na czynniki.
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