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Zrodto: dostepny w internecie: pigsels.com, domena publiczna.

W tym materiale zapoznamy si¢ z nierownosciami, w ktorych wystepuja sumy szeregu
geometrycznego. Bedzie to dobra okazja do przypomnienia sobie, w jaki sposob
rozwiazujemy nieréwnosci wielomianowe i wymierne. Szczeg6lng uwage bedziemy
zwracac na to, jak rozpoznajemy szeregi geometryczne wystepujace w zadaniu. Bardzo
istotng kwestig bedzie wyznaczanie dziedziny nierownosci w zwigzku z warunkami
zbieznoSci szeregu geometrycznego.

Twoje cele

o Nauczysz sie¢ rozwigzywac nieréwnosci z wykorzystaniem szeregow
geometrycznych.

e Przypomnisz sobie metody rozwigzywania nieréwnosci wielomianowych
i wymiernych.




Przeczytaj

W tym materiale przedstawimy przyklady nieréwnosci, w ktorych wystepuja sumy
szeregow geometrycznych.

Przy rozwigzywaniu nieréwnos$ci nalezy zwroci¢ szczegolng uwage na to, jaka czes¢
nieskonczonej sumy jest sumg szeregu geometrycznego. Najczesciej jest to zapisane

w poleceniu, ale jezeli nie ma takiejinformaciji, trzeba rozpozna¢ szereg na podstawie kilku
poczatkowych wyrazéw oraz wyrazu zapisanego w postaci ogolne;.

Nalezy takze pamietac o sprawdzeniu dziedziny, na ktorg istotny wptyw ma wartos¢ ilorazu
szeregu geometrycznego oraz pierwszy wyraz szeregu geometrycznego.

Koniecznie na koncu kazdego rozwigzania nieréwnosci trzeba sprawdzi¢, czy otrzymane
wyniki nalezg do dziedziny.

Przyktad 1

Rozwigzemy nieréwnosé z2 + z* + z6+... > %, w ktorejlewa strona jest sumg szeregu
geometrycznego.

Rozwigzanie:

Szereg geometryczny ma pierwszy wyraz a; = x> oraz iloraz ¢ = 2.

Zatem ten szereg jest zbiezny, gdy z* = 0 lub |z?| < 1.
Wobec tego dziedzing rownania jest przedziat (—1,1).

Po obliczeniu sumy szeregu geometrycznego z lewej strony nierownosci, przyjmuje ona
postac:
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1—x
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Mozemy nierdwnos¢ pomnozyc¢ stronami przez (1 — 332), gdyz1 —x? > 0:
5x® > 4(1 — 2?)

9z? > 4

x2>

|

Otrzymujemy zatem rozwigzanie

T > % lubz < —%, a po uwzglednieniu dziedziny nierownosci dostajemy odpowiedz:



javascript:void(0);

ze (-1,-2)uU(%,1).
Przyktad 2

Rozwigzemy nieréownos¢ 1 + 1/z + (\/5)2 + (\/5)3 + (\/E)4+. .. < vz + 1, w ktorej
lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego.

Rozwiazanie:
Zapiszmy zatozenie: z > 0.

Aby szereg geometryczny z lewej strony nierownosci byt zbiezny, musi zachodzi¢
warunek: |v/z| < 1.

Stad otrzymujemy ostateczna posta¢ dziedziny nieréwnosci: (0, 1).

Po obliczeniu sumy szeregu geometrycznego z lewej strony nierownosci, przyjmuje ona
postac:

= <Vt

Mozemy pomnozy¢ nierowno$¢ stronami przez (1 — /z), gdyz 1 — v/ > 0.
Nieréwno$¢ ma wowczas postac:

1< (1-+vz)(1+Vz)

1<1—=z

z <0

Zatem po uwzglednieniu dziedziny otrzymujemy rozwigzanie nierownosci: ¢ = 0.

Przyktad 3

.. ., .01 1
Rozwigzemy nieré6wnos¢ —— + +

@3 r+...> 2 — x, w ktorejlewa strona jest

1
(z—3)
suma szeregu geometrycznego.

Rozwigzanie:

. . ;o . I
Szereg geometryczny z lewej strony nier6wnosSci ma pierwszy wyraz a; = —— iiloraz

_ 1
q= z—3"

Aby szereg byl zbiezny, musi zachodzi¢ warunek:

23|


javascript:void(0);

Zatem

1< |z—3|

czyli

z—3>1lubzx -3 < -1

Zatem dziedzing nieréwnosci jest zbior: (—oo, 2) U (4, 00)

Zapisujemy sume szeregu geometrycznego:

1 . 1 _ _1 1 1 z=3 1
z—3 1— L1 z—3 z3-1 — -3 z—4 z—4
z—3 z—3

Zapisujemy nierownos¢ z wykorzystaniem wzoru na sume szeregu geometrycznego:

1
x—4 <2-z

Przenosimy wszystkie wyrazenia na lewg strone¢ i sprowadzamy do wspolnego
mianownika:

27 —2+2<0

1-(2—z)(z—4
=g <0

x2—62+9
r—4 S 0

Nierownosc¢ te zapisujemy rownowaznie jako koniunkcje warunkow:
(z—3)*(z—4) <0iz—4+£0.
Rysujemy wykres wielomianu: y = (z — 3)*(x — 4) i odczytujemy rozwigznie:

z € (—o0,4)



y = (o'— 3)*(z'— 4)

-3

Po uwzglednieniu dziedziny nieréwnosci rozwigzaniem jest przedziat: (—oo, 2).

Przyktad 4

Rozwigzemy nierownos¢ xfl — (m_11)2 + ($_11)3 —...< 4z + 3, w ktorejlewa strona jest

sumg szeregu geometrycznego.
Rozwigzanie:
Zaktadamy, ze x # 1.

Aby szereg geometryczny z lewej strony nieréwnosci byt zbiezny, musi zachodzi¢
warunek:

|_ 1
z—1

<1
Otrzymujemy wiec

lz—1] >1
z—1>1lubzx—-1< -1
x>2lubx <0

Zatem dziedzina nieréwnosci jest zbior (—oo, 0) U (2, 00).

Zapisujemy sume szeregu geometrycznego:




Zatem nierownos¢ przyjmuje postac:
% <d4x + 3.

Przenosimy wszystkie sktadniki na lewa stron¢ nieréwnosci i sprowadzamy do
wspolnego mianownika:

- —(4z+3)<0

=t <0

Nierownosc¢ jest rownowazna koniunkcji warunkow:
(1—4:132—333)33 <0iz #0.

Rozwigzujemy nier6wnosc:

(4;132 + 3z — 1):c >0

A=9+4+16=25

z="22=1lwbzr="32 =1
Rysujemy wykres wielomianu y = (4:132 + 3z — 1):v i odczytujemy rozwiazanie:
z e (—1,0) U <%,oo) iz #0.
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0,75

0,5

0,25

-1,25 1 -075 -05 -025 O 25 05 075 y

0,25

-0,75

Po uwzglednieniu dziedziny otrzymujemy rozwigzanie nieréwnosci:



| (~1,0) U (2,00).

Stownik

suma szeregu geometrycznego

o jezeli|g| < 1luba; = 0, to szereg geometryczny > oo, a; - ¢" ' jest zbiezny

o jezeliag =0,t0> >0 1a;-¢" 1 =0

o jezelilg| <1,t0>>° a7 -q" !




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z zamieszczong animacja, a nastepnie wykonaj kolejne polecenie.

Film dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DzeuECaer

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej szeregdw geometrycznych.

Polecenie 2

Rozwiazaniem nieréwnosci 1 — 2z + 42?2 —. .. < 2, (45), ktérej lewa strona jest suma
szeregu geometrycznego, jest zbior:



https://zpe.gov.pl/a/DzeuECaer

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

2z
r+2°

Wskaz elementy spetniajgce nieréwnosé 2x — 4 + %—. < ktorej lewa strona jest

suma szeregu geometrycznego.
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Cwiczenie 2 @)

’ >+...< vV4x — 1, w ktérej lewa strona jest

Wskaz dziedzine nieréwnosci 1 + 2;_1 + (2;_1)

suma szeregu geometrycznego.




Cwiczenie 3

Potacz w pary nieréwnosc (lewa strona nieréwnosci jest suma szeregu geometrycznego) i jej
rozwigzanie.

P 24
erat g2 (5%
—3$+$2_%3+%4_"'207(8) <_%’3)
—3a:—|—w2—%3—|—%4—---§0a(81) (=3, —1%)

Cwiczenie 4
Rozwiazaniem nieréwnosci 5 + 4 + g +... < V&2 + 1 jest zbior:

O (_171)
O (_OO’O)
O 0

O (_007 OO)

Cwiczenie 5

. . ., - 2 3 L. .
Rozwigzaniem nieréwnosci % + ( $33 ) + (xg?) ) +...< 2, ktérej lewa strona jest suma
szeregu geometrycznego, jest zbior:

O (6,00)
O (5,6)
O (=00,1)U(5,6)

O (—00;1) U (6;00)



Cwiczenie 6

Wskaz najmniejszg liczbe rzeczywistg, ktéra spetnia nieréwnosc:
21+ 2+ 22+...+a™+...) > 3(1 + 22 + o*+... +2?+...).

(O Nie ma takiej liczby.

O 1

Cwiczenie 7

Rozwigz nieréwnos¢: 1 + (3:2 — 2:1:) + (.’132 — 2x)2 +
szeregu geometrycznego.

Cwiczenie 8

2
(e o1 1 1
Rozwiaz nieréwnos¢: nh_{glo {1 + e T ( ol )

C)

... <1, ktorej lewa strona jest sumg
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Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Szeregi geometryczne w nieréwnos$ciach

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto

2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje nierownosci z wykorzystaniem szeregow geometrycznych,
 stosuje metody rozwigzywania nierownosci wielomianowych i wymiernych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z medium w sekcji ,Animacja”.
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja pojecie szeregu geometrycznego oraz twierdzenie o sumie
zbieznego szeregu geometrycznego.

2. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Szeregi geometryczne w nierownosciach”,
wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnejWybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:



1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Szeregi geometryczne w nieréwnosciach”).

Materialy pomocnicze:
Szeregi geometryczne zbiezne
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie wiedzy przed sprawdzianem
wiadomosci.


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?cc=4232

