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Zrédto: Pixabay, domena publiczna.

Liczby zaprzyjaznione, blizniacze, doskonate oraz pierwsze to liczby speiniajace okreslone
warunki. To, czy dana liczba nalezy do wybranego zbioru, weryfikujemy za pomocg
odpowiedniego algorytmu liczbowego. W e-materiale Algorytmy liczbowe poznaliSmy
podstawowe informacje na ten temat.

Teraz natomiast dowiemy sie, jak powinna wyglada¢ implementacja wybranych algorytmow
liczbowych w jezyku Python.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Znajdziesz je
w e-materiatach:

o Algorytmy liczbowe w jezyku C++,
o Algorytmy liczbowe w jezyku Java.

Wiecej zadan? Przejdz do Algorytmy liczbowe - zadania maturalne.
Twoje cele

e Przedstawisz algorytm szukania liczb blizniaczych w$rod liczb pierwszych.
» Scharakteryzujesz sposob na otrzymanie liczby doskonate;j.

o Sprawdzisz, czy dwie liczby sg zaprzyjaznione.

o Uzyjesz roznych struktur danych w jezyku Python.
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Przeczytaj

Liczby pierwsze i blizniacze

Definicja: Liczby pierwsze blizniacze

Liczby pierwsze blizniacze to kolejne liczby pierwsze, ktorych roznica wynosi 2.

Przyktadem takich liczb sg pary: 711 73 lub 1371 139.

Przyktad 1

Przygotujmy kod, ktory - wsrod liczb pierwszych - pozwoli odnalez¢ liczby blizniacze.

W tym przypadku przygotujemy funkcje obliczajacg liczby pierwsze w przedziale (2, n)
metodg Eratostenesa (wiecej na jej temat znajdziesz w e-materiale Sito Eratostenesa).
Nastepnie zbadamy, ktore sposrod znalezionych liczb pierwszych spelniajg warunki liczb
blizniaczych. Dzialanie naszego programu sprawdzimy, szukajac liczb blizniaczych do
liczby 80.

Specyfikacja:
Dane:
e n - gobrna granica przedzialu; liczba naturalna, wieksza od 2
Wynik:
Program ma znalez¢ i wypisac¢ pary liczb blizniaczych w zadanym przedziale.

Zaczynamy od zaimplementowania funkcji wyszukujacej wszystkie liczby pierwsze

w przedziale (2, n). Tworzymy definicje naszej funkcji. Nastepnie przygotowujemy dwie
listy: lista_liczb, ktora bedzie przechowywata znalezione liczby pierwsze, oraz
lista, ktora bedzie stuzyta do przechowywania wykreslonych liczb (wartos¢ True
oznacza, ze liczba nie zostala jeszcze wykreslona).

def sito_eratostenesa(n):
lista liczb = []
lista = [True] * (n + 1)

Nastepnie tworzymy petle, ktorej zadaniem bedzie znajdowanie najmniejsze;j
niewykreslonejliczby w danym momencie. Bedzie ona dziatata w przedziale (2, y/n).
W celu obliczenia pierwiastka, importujemy z biblioteki math funkcje sqrt. Jezeli
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obecnie sprawdzana liczba nie byta jeszcze wykreslona, to zaczynamy wykreslanie
wszystkich jej wielokrotnosci z tablicy 1ista. W tym celu tworzymy petle odpowiadajaca
za wyznaczanie kolejnych wielokrotnosci liczby indeks. Swoje dziatanie bedzie
zaczynata od jej dwukrotnosci i zwiekszata wartos¢ o warto$¢ sprawdzanej liczby.

from math import sqrt

def sito_eratostenesa(n):
lista_liczb = []
lista = [True] * (n + 1)

for indeks in range(2, int(sqrt(n)) + 1):
if lista[indeks]:
for indeks_2 in range(2 * indeks, n + 1, indeks):
lista[indeks_2] = False

Kolejnym krokiem bedzie odszukanie liczb pierwszych, czyli tych, ktore nie zostaty
wykreslone z listy 1ista. W tym celu tworzymy petle, ktora zapisuje te liczby do listy
lista_liczb. Nakoncu zwracamy nasz wynik, czyli liste liczb pierwszych znalezionych
w podanym przedziale.

from math import sqrt

def sito_eratostenesa(n):
lista liczb = []
lista = [True] * (n + 1)

for indeks in range(2, int(sqrt(n)) + 1):
if lista[indeks]:
for indeks_2 in range(2 * indeks, n + 1, indeks):
lista[indeks_2] = False

for element in range(2, n + 1):
if lista[element]:

lista_liczb.append(element)

return lista _liczb

PrzejdZzmy teraz do wyszukiwania liczb blizniaczych. W tym celu, za pomoca
zaimplementowanej funkcji, wyszukamy najpierw wszystkie liczby pierwsze



z przedzialu (2 ,n).

1 liczby_pierwsze = sito_eratostenesa(80)

2 print('Liczby pierwsze:', liczby_pierwsze)

3 # Wypisze:

4 # Liczby pierwsze: [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,

Tworzymy liste 1iczby_blizniacze, ktora bedzie przechowywala znalezione pary
liczb blizniaczych. Nastepnie, za pomocg petli, sprawdzamy kazde dwie kolejne
znalezione liczby pierwsze z tablicy 1iczby_pierwsze.

liczby_pierwsze = sito_eratostenesa(80)
print('Liczby pierwsze:', liczby_pierwsze)

1
2
&
4 liczby_blizniacze = []

5 for indeks in range(1l, len(liczby_pierwsze)):
6

/

8

9

X0 liczby_pierwsze[indeks - 1]

x1 liczby_pierwsze[indeks]

if x1 - x0 ==
liczby_blizniacze.append((x0, x1))

11 print('Liczby blizniacze:', liczby_blizniacze)
12 # Wypisze:
13 # Liczby blizniacze: [(3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29,

Oto kod calego programu:

1 from math import sqrt

2

3 # Definicja funkcji

4 def sito_eratostenesa(n):
5 lista_liczb = []

6 lista = [True] * (n + 1)

7

8 for indeks in range(2, int(sqrt(n)) + 1):

9 if lista[indeks]:

10 for indeks_2 in range(2 * indeks, n + 1, indeks):
11 lista[indeks_2] = False

12



for element in range(2, n + 1):
if lista[element]:
lista_liczb.append(element)

return lista_liczb
# Wykonanie funkcji
liczby_pierwsze = sito_eratostenesa(80)
print('Liczby pierwsze:', liczby_pierwsze)
liczby_blizniacze = []
for indeks in range(1, len(liczby_pierwsze)):
X0 = liczby_pierwsze[indeks - 1]
x1 = liczby_pierwsze[indeks]
if x1 - x0 == 2:

liczby_blizniacze.append((x0, x1))

print('Liczby blizniacze:', liczby_blizniacze)

Wynik wywotania kodu bedzie nastepujacy:

Liczby pierwsze: [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 4
Liczby blizniacze: [(3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31

Liczby doskonate
Definicja: Liczby doskonate

Liczby doskonate to liczby naturalne, ktore sg jednoczesnie suma wszystkich swoich
dzielnikoéw wilasciwych.

Przykladem takiejliczby jest 28, poniewaz speinia ona przedstawiony warunek:
28=14+7+4+2+1
Ciekawostka

Jedna z mozliwos$ci odnajdywania liczb doskonatych jest sposéb opisany przez Euklidesa
w IX ksiedze Elementow.

W celu znalezienia liczby doskonatej nalezy obliczy¢ sumy kolejnych poteg liczby 2, a jesli
taka liczba okaze sie liczbg pierwszg, wowczas trzeba pomnozyc¢ jg przez ostatni sktadnik
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dodawania - w ten sposob otrzymamy liczbe doskonata.
Przyklad:
Badamy kolejno wyrazy:

o 1+ 21 =3 -jestliczba pierwsza, czyli 3 - 21 = 6 jest liczba doskonalg;

1+ 2% +22 = 7 - jest liczba pierwsza, czyli 7 - 2% = 28 jest liczbg doskonata;
1+ 2% +22 + 23 = 15 - nie jest liczbg pierwsza;

1+ 2t +22 +23 4 2% = 31 - jest liczba pierwszg, czyli 31 - 2¢ = 496 jest liczbg
doskonalg;

itd.

Przyktad 2

Napiszmy program, ktory wypisze liste liczb doskonatych w przedziale (0, n). Dzialanie
naszego programu przetestujemydlan = 10000.

Specyfikacja:
Dane:
e n - gorna granica zakresu, liczba naturalna
Wyniki:
Program ma znalez¢ i wypisac liczby doskonate z podanego przedziatu.

Zacznijmy od zdefiniowania funkcji pomocniczej suma_dzielnikow(liczba), ktora
bedzie zwracata sume dzielnikow wiasciwych danejliczby. W tym celu, zaczynajac od 1,
sprawdzamy, czy kolejne liczby s3 dzielnikami liczby 1iczba (wynik operacji modulo,
operator %, bedzie rowny 0). Jezeli tak, to dodajemy do sumy wartos¢ tego dzielnika.

def suma_dzielnikow(liczba):
suma = 0
dzielnik = 1

while dzielnik <= liczba / 2:
if liczba % dzielnik == 0:
suma += dzielnik
dzielnik += 1

return suma



Nastepnie stworzymy funkcje czy_doskonala(liczba), ktéra bedzie odpowiadata na
pytanie, czy dana liczba jest liczbg doskonata. W tym celu sprawdzamy, czy 1iczba jest
rowna sumie dzielnikow tejliczby.

1 def czy_doskonala(liczba):

2 if liczba == suma_dzielnikow(liczba):
3 return True
4 return False

Na samym koncu tworzymy petle, ktora bedzie szukata liczb doskonatych w zadanym
przedziale. Sprawdzamy kolejne liczby - jezeli spetniaja warunki, zapisujemy je w liScie
wynikoweji wySwietlamy nasze rozwigzanie.

1 n = 10000

2

3 doskonale = []

4 for liczba in range(1, n):

5 if czy_doskonala(liczba):
6 doskonale.append(liczba)

7

8 print('Liczby doskonate:', doskonale)

Oto kod calego programu:

1 # Obliczanie sumy dzielnikow wlasciwych
2 def suma_dzielnikow(liczba):
3 suma = 0

4 dzielnik = 1

5

6 while dzielnik <= liczba / 2:
7 if liczba % dzielnik == 0:
8 suma += dzielnik

9 dzielnik += 1

10

11 return suma

12

13 # Sprawdzanie, czy dana liczba jest liczba doskonala
14 def czy_doskonala(liczba):
15 if liczba == suma_dzielnikow(liczba):



16 return True

17 return False

18

19 # Kod wyszukujgacy liczby doskonale
20 n = 10000

21

22 doskonale = []

23 for liczba in range(1l, n):

24 if czy_doskonala(liczba):
25 doskonale.append(liczba)
26

27 # Wyswietlanie wynikow
28 print('Liczby doskonate:', doskonale)

Wynik wywotania kodu bedzie nastepujacy:

1 Liczby doskonate: [6, 28, 496, 8128]

Ciekawostka

Oprocz liczb, ktore znalezlisSmy, kolejnymi liczbami doskonatymi s3 liczby: 33 550 336,
8 589 869 056, 137 438 691 328.

Wszystkie znane dotychczas liczby doskonate sg parzyste. Nie udato sie jednak do tej
pory udowodni¢, ze liczby doskonate nieparzyste nie istnieja.

Dla zainteresowanych R|
Zaczynamy od kodu z Przyktadu 2.

Mozemy sprawdzi¢, ile czasu zabiera naszemu komputerowi policzenie kolejnych liczb
i zwizualizowac te czasy za pomocg modutu matplotlib.

W tym celu, na samej gorze pliku, importujemy odpowiednig biblioteke do tworzenia
wykresow (matplotlib.pyplot)i ustawiamy jejalias plt. Potrzebna nam bedzie
rowniez funkcja perf_counter () z biblioteki time, ktéra umozliwi doktadny pomiar
czasu.

1 import matplotlib.pyplot as plt
2 from time import perf_counter


javascript:void(0);

Na poczatku przygotowujemy dwie tablice: X, ktora bedzie przechowywata warto$ci na
osi OX oraz czasy, ktora bedzie przechowywala czas, jaki uptynat od rozpoczecia
wykonywania obliczen, do ukonczenia sprawdzania kazdej liczby, czy jest ona liczba
doskonalg.

X =[]

czasy = []

Rozpoczynamy pomiar, zapisujac w zmiennejczas_startu czas rozpoczecia
wykonywania obliczen. Poniewaz zalezy nam na doktadnosci obliczen, uzywamy do tego
funkcji perf_counter () z biblioteki time.

X =[]
czasy = []
czas_startu = perf_counter ()

Nastepnie modyfikujemy petle, ktora odpowiadata za sprawdzanie kolejnych liczb, czy sg
liczbami doskonatym. Po sprawdzeniu kazdejliczby dodajemy do utworzonych tablic
wartosci: do tablicy X dodajemy liczbe, ktora sprawdziliSmy, a do tablicy czasy - czas,
jaki uptynat od rozpoczecia obliczen.

X =[]
czasy = []
czas_startu = perf_counter()

for liczba in range(1, n):
if czy_doskonala(liczba):
doskonale.append(liczba)

ile = perf_counter() - czas_startu
X.append(liczba)
czasy.append(ile)

Ostatnim krokiem bedzie wyswietlenie wykresu. W kolejnych krokach uzywamy funkciji:

e plt.plot() - rzutujemy na wykres kolejne punkty o wspotrzednych z tablic X oraz
czasy,

e plt.xlabel() - ustawiamy opis osi X,

e plt.ylabel() - ustawiamy opis osi Y,



e plt.grid() - wilgczamy wyswietlanie siatki na wykresie,
e plt.show() - wySwietlamy wykres.

1 plt.plot(X, czasy)

2 plt.xlabel('Kolejne obliczane liczby')

3 plt.ylabel('Czas w sekundach od czasu 0')
4 plt.grid(True)

5 plt.show()

Oto kod calego programu:

1 import matplotlib.pyplot as plt

2 from time import perf_counter

&

4 # Obliczanie sumy dzielnikow wlasciwych
5 def suma_dzielnikow(liczba):

6 suma = 0

7 dzielnik = 1

8

9 while dzielnik <= liczba / 2:
10 if liczba % dzielnik ==
11 suma += dzielnik
12 dzielnik += 1
13
14 return suma
15

16 # Sprawdzanie, czy dana liczba jest liczba doskonala
17 def czy_doskonala(liczba):

18 if liczba == suma_dzielnikow(liczba):
19 return True

20 return False

21

22 n = 45000

23 doskonale = []

24

25 X =[]

26 czasy = []

27 czas_startu = perf_counter()
28

29 for liczba in range(1, n):



30 if czy_doskonala(liczba):

31 doskonale.append(liczba)

32

33 ile = perf_counter() - czas_startu
34 X.append(liczba)

35 czasy.append(ile)

36

37

38 # Wyswietlanie wykresu

39 plt.plot(X, czasy)

40 plt.xlabel('Kolejne obliczane liczby'")

41 plt.ylabel('Czas w sekundach od czasu 0'")
42 plt.grid(True)

43 plt.show()
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Mozemy zauwazy¢, jak dlugo trwa wyszukiwanie ostatniej liczby.
Stownik
dzielnik wtasciwy

kazdy dzielnik danejliczby, ktory jest od niej mniejszy
matplotlib

biblioteka stuzaca do przedstawienia obrazéw ztozonych z punktéw o wspotrzednych x
oraz y (wykresow, histogramoéw, rozktadow itp.); modut matplotlib nie jest dostepny




w standardowej instalacji jezyka Python -nalezy go zainstalowac, korzystajac
z mechanizmu pip



Schemat interaktywny

Liczby zaprzyjaznione
Definicja: Liczby zaprzyjaznione

Liczby zaprzyjaznione to para liczb naturalnych: pierwsza jest sumag
wszystkich dzielnikow wtasciwych drugiejliczby, a druga - sumg dzielnikow wiasciwych

pierwsze;.
Jedng z takich liczb jest para: 220 i 284. Wynika to z nastepujacego faktu:

e 220 =1+ 244+ 71 + 142 (dzielniki 284)
e 284 =1+2+4+4+5+10+ 11 + 20 + 22 4 44 + 55 + 110 (dzielniki 220)
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Polecenie 1

Napisz program, ktory sprawdzi, czy podane liczby s3 liczbami zaprzyjaznionymi. Jego dziatanie
przetestuj dla pary liczb 220 oraz 284.

Specyfikacja:

Dane:

e liczba_1 - sprawdzana liczba; liczba naturalna

e liczba_2 - sprawdzana liczba; liczba naturalna

Wynik:

Program wyswietla komunikat informujacy uzytkownika, czy podane liczby s3g liczbami
zaprzyjaznionymi.

1 liczba_1 = 220

2 liczba_2 = 284

3

4 # Tutaj dodaj wzasny kod. Uzyj funkcji
S # print()



Polecenie 2

Poréwnaj swoje rozwiazanie z prezentacjg przedstawiajgca zapis programu w jezyku Python,
ktoéry sprawdza, czy dana para liczb to liczby zaprzyjaznione.

Na poczatku definiujemy wartosci
sprawdzanych liczb.

220
284

1 liczba_1
2 liczba_2

@ Przygotowujemy funkcje, ktéra bedzie obliczata
dzielniki wtasciwe liczby podanej w parametrze.

W tym celu dodajemy do listy 1ista kolejne
liczby, ktore sg dzielnikami zadanej liczby.

1 def
dzielniki_wlasciwe(liczba)

2 if liczba ==
return None

w



5 lista = []

6 polowka = liczba // 2

7

8 for i in range(1,
polowka + 1):

9 if liczba % i ==
0:

10
lista.append(i)

11

12 return lista

Nastepnie obliczamy dzielniki pierwsze @

zadanych liczb:

1 dzielniki_1 =
dzielniki_wlasciwe(liczba_
1)

2 dzielniki_2 =
dzielniki_wlasciwe(liczba_
2)

3

Przygotowujemy funkcje, ktéra bedzie
sumowata elementy listy podanej jako parametr.

1 def sumuj(tablica):
suma = 0

for liczba in tablica:
suma += liczba

N o 0ok WODN

return suma



W kolejnym kroku obliczamy sume dzielnikéw <::>
liczb:

1 suma_1 =
sumuj(dzielniki_1)

2 suma_2 =
sumuj(dzielniki_2)

@ Sprawdzamy, czy pierwsza liczba jest réwna
sumie dzielnikdéw drugiej liczby oraz czy druga

liczba jest réwna sumie dzielnikdw pierwszej

liczby:
1 if liczba_1 == suma_2 and
liczba_2 == suma_1:
2 pass

Jesli oba te warunki sg spetnione jednoczesnie (:::)
(operator logiczny and), wypisujemy
odpowiedni komunikat, podajac obliczone
wartosci:

1if liczba_1 == suma_2 and
liczba_2 == suma_1:
2 print('Podane liczby

sa liczbami
zaprzyjaznionymi')

3 print('Liczba’,
liczba_1, 'to suma
dzielnikow', dzielniki_2,
‘liczby', liczba_2)

4 print('Liczba’,
liczba_2, 'to suma
dzielnikoéw', dzielniki_1,
‘liczby', liczba_1)



W przeciwnym wypadku informujemy, ze
sprawdzane liczby nie spetniajg warunkow liczb
zaprzyjaznionych.

1 if liczba_1 == suma_2 and
liczba_2 == suma_1:
2 print('Podane liczby

sa liczbami
zaprzyjaznionymi')

3 print('Liczba’,
liczba_1, 'to suma
dzielnikow', dzielniki_2,
‘liczby', liczba_2)

4 print('Liczba’,
liczba_2, 'to suma
dzielnikoéw', dzielniki_T1,
‘liczby', liczba_1)

»

else:

7 print('Niestety, to
nie sg liczby
zaprzyjaznione')

Gotowy kod wyglada nastepujaco: @

1 liczba_1 = 220
2 liczba_2 = 284
3

4 def

dzielniki_wlasciwe(liczba)

if liczba ==
return None

© 00 N O O

lista = []

polowka liczba // 2
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11

12

13

14
15
16
17

18

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

29

30

31

32

33

34

35
36

for i in range(1,
polowka + 1):
if liczba % i ==

lista.append(i)
return lista

dzielniki_1 =
dzielniki_wlasciwe(liczba_
1)

dzielniki_2 =
dzielniki_wlasciwe(liczba_
2)

def sumuj(tablica):
suma = 0

for liczba in tablica:
suma += liczba

return suma

suma_1 =
sumuj(dzielniki_1)
suma_2 =
sumuj(dzielniki_2)

if liczba_1 == suma_2 and
liczba_2 == suma_1:
print('Podane liczby
sa liczbami
zaprzyjaznionymi')
print('Liczba’,
liczba_1, 'to suma
dzielnikow', dzielniki_2,
‘liczby', liczba_2)
print('Liczba’,
liczba_2, 'to suma
dzielnikow', dzielniki_1,
‘liczby', liczba_1)

else:



37 print('Niestety, to
nie sg liczby
zaprzyjaznione')

Wynik dziatania programu:

1 Podane liczby sa liczbami
zaprzyjaznionymi

2 Liczba 220 to suma
dzielnikéw [1, 2, 4, 71,
142] liczby 284

3 Liczba 284 to suma
dzielnikéw [1, 2, 4, 5,
10, 11, 20, 22, 44, 55,
110] liczby 220

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 1

Znasz juz pojecie liczby doskonatej (suma jej dzielnikéw wtasciwych jest réwna tej

liczbie). Wyrdézni¢ mozemy réwniez liczby nadmiarowe (suma dzielnikow wtasciwych danej
liczby jest wieksza od tej liczby) oraz liczby deficytowe (suma dzielnikéw wtasciwych danej
liczby jest mniejsza od tej liczby).

Przyktad liczby doskonatej to liczba 6, poniewaz:

6 =1+ 2+ 3

Przyktad liczby deficytowej to liczba 3, poniewaz:

Przyktad liczby nadmiarowej to liczba 12, poniewaz:

12 <1 +2+3+4+6

Wykorzystujgc schemat interaktywny, przygotuj program, ktéry przypisze dang liczbe do
odpowiedniej kategorii (liczby doskonate, nadmiarowe lub deficytowe).

Przetestuj dziatanie programu dla liczby 27.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba naturalna

Wynik:

e wynik - komunikat Liczba nadmiarowa, Liczba deficytowa lub
Liczba doskonata



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 @

Liczba narcystyczna to n-cyfrowa liczba naturalna, ktéra jest réwna sumie swoich cyfr
podniesionych do potegi n. Napisz funkcje czy_narcystyczna(liczba), sprawdzajaca,
czy dana liczba jest liczba narcystyczna. Dziatanie swojego programu przetestuj dla liczby 370.

W celu podniesienia liczby do potegi, uzyj operatora **, np. polecenie: a ** b podniesie
liczbe a do potegi b.

Przyktad:
Kolejne liczby narcystyczne: O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 153, 370, 371, 407 ...
« 6 jest liczba narcystyczna, poniewaz: 6 = 6
e 153 jest liczba narcystyczng, poniewaz: 13 4+5%4+3=1+125+27 =153
Specyfikacja:
Dane:
e liczba - sprawdzana liczba; liczba naturalna
Wynik:

Program wypisze komunikat Podana liczba jest narcystyczna! lub
Podana liczba nie jest narcystyczna

Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji czy_narcystyczna( ), sprawdzajacej, czy podana liczba
spetnia warunki liczby narcystyczne;j.






Cwiczenie 2 O

Zdefiniuj funkcje czy_liczby_zaprzyjaznione(lista), sprawdzajaca, ktére pary
z listy par liczb, zapisanych jako krotki, to liczby zaprzyjaznione.

Przetestuj dziatanie swojego programu dla list:
e [(220, 284), (33, 451), (128, 363)]-wynik: [True, False, False]
e [(33, 451), (220, 284), (128, 363)]-wynik: [False, True, False]
Specyfikacja:
Dane:
e lista - paryliczb do sprawdzania; lista krotek dwuelementowych
Wynik:

Funkcja zwraca liste wartosci typu boo1l, prezentujacg, ktére z par liczb to liczby
zaprzyjaznione.

Twoje zadania

1. Program sprawdza, ktére z par liczb spetniajg warunki liczb zaprzyjaznionych.






Cwiczenie 3 @

Napisz program wyszukujacy liczby blizniacze z podanego zakresu. Program powinien
wypisywac tylko te pary liczb blizniaczych, w ktorych jedna lub obie liczby koricza sie cyfra 3.
Kazda pare liczb wypisuj w nowej linii, oddzielajac liczby w parze znakiem spacji. Przetestuj
swdj program dla przedziatu (2, 100).

Specyfikacja:
Dane:
e a - poczatek sprawdzanego przedziatu; liczba naturalna
e b - koniec sprawdzanego przedziatu; liczba naturalna
Wynik:

Program wypisze w kolejnych liniach pary liczb blizniaczych, z przedziatu (a, b), takich, ze
chociaz jedna z nich konczy sie cyfrg 3. Pary powinny by¢ oddzielone znakiem spacji.

Twoje zadania

1. Program ma wyszukiwaé pary liczb blizniaczych w przedziale (2, 100). Wypisywane
powinny by¢ te pary, w ktorych jedna lub dwie z liczb konczg sie cyfra 3.






Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytmy liczbowe w jezyku Python
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) planuje kolejne kroki rozwigzywania problemu, z uwzglednieniem podstawowych
etapow myslenia komputacyjnego (okreslenie problemu, definicja modeli i poje¢,
znalezienie rozwigzania, zaprogramowanie i testowanie rozwigzania).

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) projektuje i programuje rozwigzania problemow z roznych dziedzin, stosuje przy
tym: instrukcje wejScia/wyjScia, wyrazenia arytmetyczne i logiczne, instrukcje
warunkowe, instrukcje iteracyjne, funkcje z parametrami i bez parametrow, testuje
poprawnos¢ programow dla roznych danych; w szczegodlnosci programuje algorytmy
z punktu [.2);



Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

o Przedstawisz algorytm szukania liczb blizniaczych wsrod liczb pierwszych.
o Scharakteryzujesz sposob na otrzymanie liczby doskonate;j.

o Sprawdzisz, czy dwie liczby sg zaprzyjaznione.

o Uzyjesz roznych struktur danych w jezyku Python.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszejwersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji



Przed lekcja:

1. Uczniowie przypominajg sobie algorytmy liczbowe zaprezentowane w e-materiale
teoretycznym.

2. Chetne lub wybrane osoby przygotowuja prezentacje dotyczace liczb o ciekawych
wiasciwosciach.

3. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»2Algorytmy liczbowe w jezyku Python”. Uczniowie zapoznaja si¢ z treSciami w sekcji
»Przeczytaj” w kontekscie programowania.

Faza wstepna:

1. Rozpoznanie wiedzy uczniéw. Chetna lub wybrana osoba przypomina poznane
algorytmy liczbowe.

2. Nauczyciel wy$wietla uczniom temat, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z uczestnikami
zaje¢ kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel sprawdza przygotowanie uczniow do lekciji.

2. Uczniowie prezentuja przygotowane przez siebie przyklady liczb o ciekawych
wlasciwosciach.

3. Uczniowie na podstawie zaprezentowanych wystapien przygotowuja mape¢ mysli
podsumowujgca informacje o liczbach o ciekawych wtasciwosciach.

4. Praca z tekstem. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Przeczytaj”. Na forum klasy
uczniowie analizujg przedstawione w niejrozwigzania Przyktadow 1, 2 i 3. Nauczyciel
odpowiada na ew. pytania.

5. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Schemat interaktywny”.
Uczniowie w parach rozwigzujg Problem 1. Porownujg swoje implementacije
z prezentacja. Nastepnie indywidualnie wykonujg Cwiczenie 1z sekciji ,Schemat
interaktywny”.

6. Chetna lub wybrana osoba prezentuje swoje rozwigzanie. Nauczyciel omawia je
i wskazuje ew. btedy.

7. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie wykonuja Cwiczenia 1-2 z sekcji ,Sprawd? sie”.
Chetna lub wybrana osoba prezentuje swoje rozwigzanie. Nauczyciel omawia je
i wskazuje ew. btedy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wysSwietla na tablicy temat i cele lekcji zawarte w sekcji
~Wprowadzenie”. W kontekscie ich realizacji nastepuje omowienie ewentualnych
problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja Cwiczenie 3 z sekcji ,Sprawdz sie”,
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersii).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



