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Jak rozwigzywac zadania optymalizacyjne w sytuacjach

dajacych sie opisa¢ funkcjg kwadratowg?

Zrodto: dostepny w internecie: Albrecht Fietz z Pixabay, domena publiczna.

W tej lekcji nauczymy sie rozwigzywac zadania optymalizacyjne, szukajgc wartosci
parametrow dla ktorych wartos¢ od nich zalezna jest maksymalna/minimalna np.
wyznaczajyc najwieksze pole lub najmniejszg sume kwadratow liczb. Bedziemy korzystac
z wykresu funkcji kwadratowej oraz z wiasnosci tej funkcij.

Twoje cele

o Zastosujesz wiadomosci z zakresu funkcji kwadratowe;.
» Na podstawie wilasnos$ci funkcji kwadratoweji jej wykresu rozwigzesz zadania
optymalizacyjne.



https://pixabay.com/pl/users/fietzfotos-6795508/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=5307204
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=5307204

Przeczytaj

Przypomnijmy wiadomosci dotyczace funkcji kwadratowe;j

o Wykresem jest parabola.

o Funkcja kwadratowa y = az? + bz + ¢ ma dokladnie jedno ekstremum dla argumentu
Ty = —2—2, ktore wynosi ¥ = f(zw) = —4%. Znajduje sie ono w wierzchotku paraboli.

e Gdya > 0 ramiona paraboli sg skierowane w gore, w wierzchotku znajduje si¢
minimum funkcij.

e Gdya < 0 ramiona paraboli sg skierowane w dot, w wierzchotku paraboli znajduje si¢
maksimum funkcji.

Aby rozwiaza¢ zadanie optymalizacyjne z wykorzystaniem funkcji kwadratowej, nalezy:

1. wyznaczy¢ wzor funkcji opisujgcej sytuacje z zadania,

2. wyznaczy¢ dziedzine tej funkcii,

3. obliczy¢ wspolrzedna z,, wierzchotka paraboli i sprawdzi¢ czy nalezy do dziedziny
funkcii,

4. wyznaczy¢ odpowiedz do zadania.

Przyktad 1
Wyznaczymy wymiary prostokata o obwodzie 60 cm i najwiekszym polu.
Rozwigzanie

W pierwszym etapie dgzymy do opisania pola za pomocg funkcji jednej zmienne;.
Oznaczmy a i b jako boki prostokata. Zatem a i b muszg by¢ liczbami dodatnimi, poniewaz
dtugosci bokow figury nie mogg by¢ ujemne. Zapiszmy obwod w postaci rownania

2a + 2b = 60. Wyznaczmy jedng zmienng np. b, otrzymujemy b = 30 — a. Skoro b > 0, to
a € (0,30).

Pole prostokata wynosi a - b. Podstawiajgc otrzymujemy funkcje zalezna od a:
P(a) = a(30 — a).
D = (0, 30).

Naszkicujemy wykres funkcji, wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest ujemny, wiec
ramiona paraboli skierowane sg w dot.
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Pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli a., jest Srednig miejsc zerowych funkcji

y = a(30 — a), zatem a,y = @ = 15. Zauwazmy, ze a,, nalezy do dziedziny, zatem

najwieksza warto$c¢ funkcji jest przyjmowana w wierzchotku paraboli. Wyznaczymy
b=30—-15=15.

Odpowiedz
Wymiary prostokata to 15 cm x 15 cm.
Przyktad 2

Wyznaczymy liczby, ktorych réznica jest rowna 8 tak, by suma ich kwadratow byta
najmniejsza.

Rozwigzanie

Oznaczmy:
x, y - szukane liczby.

Z tresci zadania wiemy, ze x — y = 8. Szukamy najmniejszej warto$ci wyrazenia z2 + 3.
W tym celu wyznaczmy jedng ze zmiennych np. y = z — 8 i rozwazmy funkcje jedne;j
zmienne;j

f(z) = 2 + (z — 8)™.
Sprowadzajgc funkcje f(z) do postaci ogélnej mamy:

f(z) = 2z% — 16z + 64.



W tym przykiadzie nie mamy zadnych warunkow natozonych na zmienne z i y, wigc
dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych.

Wykresem funkciji f jest parabla, ktorej ramiona skierowane sg w gore. Warto$¢
najmniejsza jest wiec przyjmowana w wierzchotku. Obliczajac pierwsza wspotrzedng
wierzchotka paraboli ze wzoru:

otrzymamy & = —%126 = 4. Zatem jedna z liczb jest rowna 4.
Obliczamy drugg liczbe y = 4 — 8 = —4.

Odpowiedz

Szukane liczby to (—4) i 4.

Przyktad 3

Przekroj osiowy walca jest prostokatem o obwodzie 14. Obliczymy najwigksze mozliwe
pole powierzchni bocznej tego walca.

Rozwigzanie

Oznaczmy:
H - wysokos¢ walca,
r — promien podstawy walca.

2r

N

Obwdd prostokgta mozemy zapisa¢ 2H + 4r = 14. Pole powierzchni bocznejwalca

mozemy wyliczy¢ ze wzoru:



Pb = 2mrH.

Ze wzoru na obwod prostokata wyliczamy, ze 2r = 7 — H. Podstawiajac 7 — H w miejsce
2r otrzymujemy pole powierzchni bocznejjako funkcje zmiennej H.

Py(H) = n(7 — H)H.

Poniewaz wysokos$¢ walca i promien jego podstawy sg liczbami dodatnimi, wiec
dziedzing funkciji jest zbiér D : H € (0, 7).

Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej, ktorej wykres pokrywa sie z funkcja H w jej
dziedzinie.

YA

Pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli Hy, , jest Srednia arytmetyczng miejsc

zerowych, zatem Hy, = % = 3,5 cm. Mozemy zauwazy¢, ze nalezy do dziedziny

funkciji, zatem funkcja przyjmuje najwigkszg wartos¢ w wierzchotku paraboli. Nastepnie
wyznaczymy najwieksze mozliwe pole. Podstawmy wyliczong wysoko$¢ do wzoru na pole
powierzchni bocznejwalca:

P,(H) =n(7—-3,5)-3,5=12,257.
Odpowiedz
Najwigksze mozliwe pole wynosi 12, 257.

Przyktad 4

Wysokos¢ prostopadioscianu jest rowna 3 cm, a jego podstawg jest prostokat o obwodzie
18 cm. Obliczymy wymiary podstawy oraz objeto$¢ prostopadioScianu, ktorego pole



powierzchni calkowitej jest najwieksze.
Rozwigzanie

Oznaczmy przez x i y dhugosci krawedzi podstawy.

3 cm

Zapisujac obwod w postaci rownania otrzymujemy 2z + 2y = 18. Pole powierzchni
prostopadlo$cianu wynosi:

P, = 2zy + 6x + 6y.

Wyznaczamy jedng zmienng z rownania obwodu np. y = 9 — z i podstawiamy do wzoru
na pole powierzchni catkowite;j:

P.(z) =22(9 —z) + 6z + 6(9 — =) = —2z% + 18z + 54.
Dtugosci krawedzi muszg by¢ dodatnie, wiec y = 9 — = > 0, wiec dziedzing funkcii jest:
D: ze<(0,9).

Powstatla funkcja kwadratowa ma ramiona skierowane w dot, wiec warto$¢ najwiekszg
przyjmuje w wierzchitku. Dlatego obliczymy pierwsza wspoirzedng wierzchotka paraboli
Z€ WZOru:

otrzymamy &,, = — l—i = 4, 5, czyli nalezy do dziedziny funkcji. Prostokat w podstawie
ma wiec wymiary 4,5 cm x 4,5 cm.

Policzymy objetos¢ prostopadtoscianu ze wzoru:
V =zyH.

Podstawiajac otrzymujemy V = 4,5 - 4,5 - 3 = 60, 75 cm?.



Stownik
funkcja kwadratowa
to funkcja okreslona wzorem:
f(z) = ax® +bx +c
gdzie wspotczynniki a, b, ¢ sg ustalonymi liczbami przy czym a # 0

ekstremum funkcji

to maksymalna lub minimalna wartos¢ funkciji



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z ponizszym filmem samouczkiem, a nastepnie wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1GiKGbMD

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy optymalizacii.



https://zpe.gov.pl/a/D1GiKGbMD

Polecenie 2

Z trojkata réwnobocznego o wysokosci 4\/3 wycieto naroza w ksztatcie deltoidéw, uzyskujac
siatke pudetka o prostokatnych scianach bocznych (zobacz rysunek).

lle wynosi najwieksze mozliwe pole?
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Polecenie 3

Z kwadratu o przekatnej dtugosci 4\/5 wycieto cztery kwadratowe naroza uzyskujac siatke
pudetka o prostokatnych scianach bocznych (zobacz rysunek).

lle wynosi najwieksze mozliwe pole?
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Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Pokaz ¢éwiczenia: O @

¢

¢

Ktéra z funkcji osigga maksimum, a ktéra osigga minimum? Dopasuj wzory do odpowiednich

byto jak najwieksze?

(] bem x 9 cm
(] Tem x 7 cm
(] 13cm x 15 cm
(] 6cm x 8 cm
O

14 cm x 14 cm

grup.
maksimum
f(z) =4z +1)? 5
f(z) = —2a> + 3z +4 |
fw) =204 =)’ —5 |
flz) = —2(1 - z)(z - 3) |
f(z) = 3(z +5)(2 - 2) |
f(@) = 2z —4)*+5
flz) =22 — 2z +1 ’
Cwiczenie 3

O

Obwadd prostokata wynosi 28 cm. Jakie wymiary powinien mie¢ prostokat, aby jego pole



Cwiczenie 4

Jaka liczba dodana do swojego kwadratu tworzy najmniejszg sume?

Cwiczenie 5
Wskaz wykres, z ktérego mozna odczytac rozwigzanie zadania: Jaka jest mozliwa najwieksza
wartos$¢ iloczynu dwéch liczb, ktérych suma jest rowna 20?
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Cwiczenie 6
Na prostej o réwnaniu x 4+ 6y — 24 = 0 znajdz taki punkt P o dodatnich wspétrzednych, ze
iloczyn odlegtosci punktu P od osi uktadu wspoétrzednych jest najwiekszy z mozliwych.

P = (2, 10)

O
O
() P=(12, 2)
O
O

P = (10, 2)
P= (315
(] P=(2, 12)
Cwiczenie 7 @

Dane sa punkty A = (2, 3) i B = (5, 6). Na osi X znajdz taki punkt C, aby suma
kwadratéw dtugosci odcinkow AC' i BC' byta najmniejsza.

o O O
Q
I

¢=(z0)
O 0=(19
Cwiczenie 8 @

Drut o dtugosci 54 cm rozcieto na dwa kawatki i z kazdego kawatka zbudowano brzeg
trojkata rownoramiennego, przy czym stosunek dtugosci ramienia do dtugosci podstawy
w jednym tréjkacie wynosi 5 : 8, a w drugim 13 : 10. Jakie obwody majg te tréjkaty, jezeli
suma ich pél jest najmniejsza z mozliwych?



Dla nauczyciela

Autor: Alicja Dembczak-Kotodziejczyk
Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak rozwigzywa¢é zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie opisa¢
funkcja kwadratowa?

Grupa docelowa:
IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres podstawowy. Uczen rozwigzuje zadania
optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie opisa¢ funkcijg kwadratowa.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje opis matematyczny danej sytuacji w postaci funkcji

» wyznacza dziedzine otrzymanej funkcji

 obliczy wartos¢ najmniejszg badz najwiekszg otrzymanej funkcji
e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow

Strategie nauczania:
« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e odwrocona lekcja

Formy pracy:



praca indywidualna

praca w parach

praca w grupach

praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputeryz glo$nikami, z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen
miat do dyspozycji komputer
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w domu zapoznaja si¢ z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na mate grupy. Uczniowie wymieniajg si¢ informacjami
pozyskanymi w domu.

2. Nauczyciel wySwietla zawartoSc¢ sekcji ,Film samouczek”, czyta tres¢ polecenianr1 -
»2apoznaj sie uwaznie z ponizszym filmem samouczkiem, a nastepnie wykonaj
polecenia”. Po zapoznaniu si¢ uczniow z materiatem omawia ewentualne problemy
zwiazane z jego niezrozumieniem. Uczniowie w grupach rozwiazuja polecenie nr 2
w sekciji ,Film samouczek” Wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie. Nauczyciel,
w razie potrzeby, uzupetnia informacje.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach zadania z ¢wiczen
interaktywnych.

4. Wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia
informacje.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem zadan.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu tylko wybrane ¢wiczenia albo te, ktorych uczniowie nie
zdazyli zrobic¢ z sekcji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:



o Wspolrzedne wierzchotka paraboli
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek mozna wykorzystac¢ jako wstep do zaje¢, utrwalajgc w ten sposob schemat
rozwiazania zadan optymalizacyjnych.
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