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Zrédto: Possesed Photography, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

NajczeSciej uwaza sie, ze matematycy zajmuja si¢ tylko badaniem wiasnosci abstrakcyjnych
poje¢, jak chocby wartos$¢ bezwzgledna. Jednak wiekszos¢ terminow matematycznych
najpierw ksztattowala sie w Swiadomosci cztowieka w wyniku obserwaciji stosunkow
iloSciowych i form przestrzennych wystepujacych w przyrodzie.

By¢ moze, wtasnie obserwacje w terenie spowodowaty, ze niezbedne stato sie
jednoznaczne okreslenie odlegtosci, co z kolei spowodowato zdefiniowanie pojecia wartos¢
bezwzgledna.

W tym materiale zbierzemy i rozszerzymy wiadomosci o wartosci bezwzgledneji jej
wiasnos$ciach.

Twoje cele

Obliczysz wartos¢ bezwzgledng liczby rzeczywiste;j.
Przeksztalcisz wyrazenia algebraiczne z warto$cia bezwzgledna.
Udowodnisz niektore wiasnosci wartosci bezwzgledne;j.

Zastosujesz wlasnosci wartosci bezwzglednej w zadaniach.



Przeczytaj

Wartos¢ bezwzgledna - co to takiego?
Definicja: Wartos¢ bezwzgledna

Wartos$cig bezwzgledng (modutem) liczby rzeczywistej a nazywamy liczbe a, gdya > 0
lub liczbe (—a), gdy a < 0.

Warto$c¢ bezwzgledna liczby a oznaczamy |al.
Zatem:
la| =a,gdya >0
la| = —a,gdya <0
Przyktad 1
Zapiszemy w najprostszej postaci podane wyrazenia.
e [V2-1l=v2-1,bov2>1iv2-1>0
e 1-v2[=v2-1,bov2>1i1-v2<0
« 43| +|VB—4|+[2v3|=4-VB-VB+4+2V3=38

Liczby przeciwne a i (—a) majg rowne warto$ci bezwzgledne, czyli:
la| = |—a]
W szczegolnosci
@ = b = [b— ql
Przyktad 2
Rozwigzemy rownanie |22 — 3z| + 2z = |3z — 22| + 2.
Przenosimy wyrazenia ze zmienng na lewg strone rownania.
2% — 3z| 4+ 2z — |3z — 2| = 2
Korzystamy z wlasno$ci wartosci bezwzglednej

a—b|=[b—a




|a:2—3:c‘+2:c—|a:2—3a:‘:2
20 = 2

r=1

Na osi liczbowej wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej a jest odlegtoscia tejliczby od
zera.

Przyktad 3

Obliczmy odlegto$¢ na osi liczbowej punktu P = (—9) od zera.

Na osi liczbowej odlegto$¢ punktu P = (—9) od punktu 0 jest rowna |[—9| = 9.

Fatwo mozna uzasadni¢, ze odlegto$¢ na osi liczbowej punktow A = (a) i B = (b) jest
rowna roznicy ich wspotrzednych.

d(AB) = |a—b| = |b—q]

Przyktad 4

Obliczymy odlegtos¢ punktow P = (2 + v/ §) iR = (—2 + \3/5) na osi liczbowe;.

d(PR) = |-2+V/3-2-3| = |-4] =4
Wartos¢ bezwzgledna pomocna jest tez w obliczeniach zwigzanych z pierwiastkami.
Va? = |a|

Przyktad 5

Zapiszemy wyrazenie W (z) = v4x2 — 20z + 25 bez uzycia pierwiastka.

Wyrazenie pod pierwiastkiem zapisujemy w postaci kwadratu roznicy, a nastepnie
z wykorzystaniem warto$ci bezwzgledne;j.

W(zx) = V4z? — 20z + 25

W(z) = /(2 — 5)°
W(z) = |2z — 5|

2z 495, £<2,5
Wiz) = {2:13—1—5, z>25

Przyktad 6



javascript:void(0);

Zapoznaj si¢ z trudniejszymi przykladami obliczania warto$ci wyrazen arytmetycznych
zawierajacych wartos¢ bezwzgledna.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DoFYNh6CS

Film nawigzujacy do tresci materialu o tajemnicach wartosci bezwzgledne;.

Wiasnosci wartosci bezwzglednej

Warto$¢ bezwzgledna ma wiele ciekawych wlasnosci, poznamy niektére z nich.

Wiasnos¢ Nazwa wlasnosci
a, b, c - dowolne liczby rzeczywiste
la] >0 nieujemno$¢
la] =0 a=0 dodatnia okreslonos¢
la - b| = |al - |b| multiplikatywnos¢
|4] = %, dlab +# 0 zachowanie dzielenia
<
sy
|—al = a symetria
la—b=0a=0b identyczno$¢ nierozréznialnych
la—b| <|a—c|+|c— b nieré6wnos¢ trojkata

W kolejnym przyktadzie jeszcze kilka wlasnosci wartosci bezwzgledneji ich zastosowania.

Przyktad 7

 Dla dowolnejliczby rzeczywistejx, z < |z|.

Na przyktad:
T<|7|=7
7<= =7
e Jesliz #0toZ =11ub & = 1.
Na przyktad:

9
5 =1



javascript:void(0);
https://zpe.gov.pl/a/DoFYNh6Cf

z|® = 2.

o Dla dowolnejliczby rzeczywistej x,
Na przyktad:
8" =|-8|-|-8/=8-8=64=(-8)(~8) = (-8)°

Przyktad 8

Wykazemy prawdziwo$¢ nieréwnosci |z + y| < |z| + |y|.
Skorzystamy z podanych wyzej wlasnoSci wartosci bezwzgledne;.
2ty = (z+y) =’ + 2y +° <2’ + |2ay| + 9

2? + |2zy) + 7 = (|z] + y])°

Stad

2 +y” < (lz| +[y])’

[z 4yl < [z] + |y

Przyktad 9

Wykazemy, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a, b, jezeli a® + b* < 2to |a + b| < 2.
a? +b <2

Mnozymy przez 2 obie strony nierownosci.

2a® +2b% < 4

Zauwazmy teraz, ze 2a° + 2b> = (a + b)® + (a — b)?, zatem
(a+b)*+(a—b)* <4

Poniewaz

(a+b)° < (a+b)’+(a—b)><4

zatem

(a+b)* <4

Obie strony nier6wnosci sg nieujemne.

\(a+b)?<V4



| la+b| < 2.

Stownik
wartos¢ bezwzgledna

wartoscig bezwzgledng (modutem) liczby rzeczywistej a nazywamy liczbe a, gdya > 0
lub liczbe (—a), gdya < 0



Animacja

Polecenie 1

Obejrzyj Animacje. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzaé przedstawione tam zadania,
a dopiero nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHERavQOx

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego przeksztalcania wyrazen z wartoscig
bezwzgledna.

Polecenie 2
Zapisz wyrazenie

W(E)=|z—6|—[3—z|+|5+=

,gdziex € (-5, 3)

bez uzycia znaku wartosci bezwzglednej.



https://zpe.gov.pl/a/DHERavQOx

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczba A = |4 — 6| — |7 — 1| + |—8 — 4| — |—2| — |6] jest
réwna:

O 1
O -2
O -1

O o0

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz.

Otoczeniem punktu xy nazywamy dowolny przedziat otwarty o srodku w punkcie x.
Otoczeniem punktu zy o promieniu § jest przedziat (zg — §, xy + 0), czyli zbidr wszystkich
punktow x takich, ze xg — 6 < & < xg + 9.

Ten warunek jest réwnowazny warunkowi:

O |z —m| <o
O Jzg—d| <z
O |z +6| <z

O |z =4 <o




Cwiczenie 3
Zaznacz, ktora nierownosc jest prawdziwa, a ktéra fatszywa.

Nierownos¢ Nierownos¢ prawdziwa Nieréwnos¢ fatszywa

lz+ 3] < |z + 3
4—z| < |4—z|+ |z — 4]
Va2 — 4=z —2|+ |z + 2|

Ty + 22 < x| + |y — |2

O 10|00
O 10|00

Cwiczenie 4

Uzupetnij zapis, przeciggajac takie wyrazenie, aby uzyskaé nieréwnos¢ prawdziwa.

|a+b|
7 SL
a?—b? a—b a?+b? a+b
2 2 2 2
Cwiczenie 5

Uzupetnij rownosé, przeciggajac odpowiednie wyrazenie.

Jesli n jest liczba naturalng nieparzysta nie mniejsza niz trzy, liczba a jest ujemna to — \"/m =

..............



Cwiczenie 6

Dane jest wyrazenie W(z) = |z — 1|+ [4 —z| — [z + 2| — |z — 7|
Dopasuj odpowiedni przedziat do zapisu tego wyrazenia bez uzycia znaku wartosci
bezwzglednej.

W(z) = -2z —4 z e (-2, 1)
W(z) = —6 z € (1, 4)
W(z) =0 z € (o0, —2)
W(z) = 2z — 14 z € (4,7)
Cwiczenie 7 @

Dla kazdej liczby rzeczywistej a i liczby rzeczywistej b > 0, jesli |a| < bto —b < a < b.
Korzystajac z podanej wyzej wtasnosci wartosci bezwzglednej, rozwigz nieréwnosé

|62 — 9] < 3.

Cwiczenie 8 @
Dla kazdej liczby rzeczywistej a i liczby rzeczywistej b > 0, jedli |a| > btoa > bluba < —b.
Korzystajac z podanej wyzej wiasnosci wartosci bezwzglednej, rozwigz nierownosé

2z — 5| > 1.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Tajemnice wartosci bezwzglednej

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa II lub III, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej, rozwigzuje
réwnania i nieréwnosci typu: |z + 4| =5, |z — 2| < 3, |z + 3| > 4.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» oblicza wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej

» przeksztalca wyrazenia algebraiczne z wartoscig bezwzgledng
» udowadnia niektore wlasnosci wartosci bezwzgledne;j

« stosuje wlasnosci wartoSci bezwzglednejw zadaniach

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e tak - nie
e kartki z kalendarza



Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w parach metodg tak - nie przypominaja sobie zdobyte do tej pory
wiadomosci na temat wartosci bezwzglednej (jeden z uczniéw podaje stwierdzenie na
temat wartoSci bezwzglednej, drugi okresla czy jest to stwierdzenie prawdziwe czy
falszywe).

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w matych grupach metoda kartki z kalendarza pracuja nad przyktadami
opisanymi w sekcji ,Przeczytaj’ oraz w animacji (uczniowie najpierw czytajg tresc¢
danego zadania, a nastepnie opierajgc si¢ na znanych zadaniach podobnego typu,
probuja samodzielnie rozwigzac problem. W razie problemow, korzystajg z ,kartek
z kalendarza” - czyli zapiskow w zeszycie z poprzednich lekcji. Na koniec porownuja
swoje rozwigzania z przedstawionymi w przykladach).

2. Podsumowaniem tego etapu lekciji jest wspolna dyskusja na temat sposobow
rozwigzywania zadan dotyczgcych wartosci bezwzglednej, a w szczegolnosci
przeksztalcania wyrazen algebraicznych i arytmetycznych z warto$cig bezwzgledna.

3. Uczniowie wspolnie opracowuja algorytm rozwigzywania takich zadan.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci. Liderzy grup opowiadaja
o ciekawych pomystach, ale tez problemach pracy w grupach.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

W ramach pracy domowej uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz

”

sie”.



Materialy pomocnicze:
Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej - pojecie algebraiczne
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wstepem do zaje¢ poswieconych rozwigzywaniu rownan badz
nierownosci z wartoscia bezwzgledna.


https://epodreczniki.pl/b/wartosc-bezwzgledna-liczby-rzeczywistej---pojecie-algebraiczne/PVZAUj8o7

