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Jednym z najwybitniejszych
dziewietnastowiecznych uczonych byt
francuski inzynier gornictwa, matematyk,
fizyk i astronom Jules Henri Poincaré.

Jego wyktady, prowadzone na Sorbonie,
cieszyty sie ogromnym zainteresowaniem.
Wykladat fizyke matematyczng

i doswiadczalng, rachunek
prawdopodobienstwa i mechanike nieba.

Stworzyt prawie rownoczes$nie z Einsteinem
matematyczne podstawy szczegoélnej teorii
wzglednosci, zajmowat si¢ miedzy innymi
geometria nieeuklidesowg, zastosowaniami

matematyki w fizyce.

Henri Poincaré
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teatralne. Jest tez tworcg dwoch powiesci. To



jemu przypisuje sie sformalizowany zapis wzoru na prawdopodobienstwo sumy zdarzen,
ktorym to wzorem zajmiemy si¢ w tym materiale.

Twoje cele

Okreslisz czy dane zdarzenia sg roztgczne, czy nie.

Obliczysz prawdopodobienstwo sumy zdarzen roztagcznych.

Obliczysz prawdopodobienstwo zdarzen, ktore nie sa roztgczne.

Udowodnisz proste zaleznoSci probabilistyczne.



Przeczytaj

Prawdopodobienstwo sumy zdarzen wykluczajacych sie

Rzucamy kostkg do gry. Mozliwe jest wyrzucenie nieparzystejliczby oczek: 1, 3 lub 5.
Mozna tez wyrzuci¢ parzystg liczbe oczek: 2, 4 lub 6. Zdarzenie A - wyrzucenie
nieparzystejliczby oczek i zdarzenie B - wyrzucenie parzystejliczby oczek nie mogg zajs¢
jednoczesnie. CzeS¢ wspolna tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym.

ANB=10
Zdarzenia te sg zdarzeniami rozlagcznymi (wykluczajacymi si¢).

W przypadku wiekszej liczby zdarzen o takich zdarzeniach méwimy, ze s3 ,parami
roztagcznymi’ lub , parami wykluczajacymi sie”.

Informacja o tym, ze dane zdarzenia s3 rozigczne jest bardzo wazna w przypadku okreslania
prawdopodobienstwa sumy tych zdarzen.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo sumy dwoch zdarzen roztagcznych

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienistwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C 2, wowczas

jesli zdarzenia A i B wykluczajg sie, czyli A N B = 0, to:

P(AU B) = P(A) + P(B)

A B

Przyktad 1




Adam ma do wyboru 2 krawaty w kratke, 3 w paski i 4 w kwiatki. Wybiera krawat
w sposob losowy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybierze krawat w kratke lub
w kwiatki?

Zdarzenia:

K - Adam wybierze krawat w kratke,

A - Adam wybierze krawat w kwiatki

sa roztgczne. Mozemy wiec zastosowac¢ wzor sformulowany w powyzszym twierdzeniu.

P(K U A) = P(K) + P(A)

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo, ze Adam wybierze krawat w kratke lub w kwiatki jest rowne %
Przyktad 2

NiechACQiBC QiP(ANB’)=0,8.

Wykazemy, ze P(A'N B) <0, 2.

Rozwigzanie:

Wiadomo, ze ANB = A\ BorazA' N B= B\ A.

Zdarzenia te sg roztaczne, zatem ze wzoru na sume zdarzen roztacznych otrzymujemy:
P(ANB)+P(ANB)<PQ)=1

Czyli:

P(ANB)<1-P(ANB)=1-0,8=0,2

C.d.n

Podane powyzej twierdzenie o prawdopodobienstwie sumy dwoch zdarzen jest prawdziwe
rowniez dla wigkszejliczby zdarzen. Ponizej wersja twierdzenia dla trzech zdarzen.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo sumy trzech zdarzen roztagcznych

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C , C C 0, woéwczas

jesli zdarzenia A, B, C wykluczaja sie wzajemnie, czyli ANB =0, ANC=0,BNC =10
CANBNC =0, to:



javascript:void(0);

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)

Przyktad 3

W koszu znajduje si¢ 25 losow na loterie. Wsrod nich 10 to losy przegrywajace, a 15
wygrywajace.

Ewa wycigga kolejno trzy losy. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wyciagneta dwa losy
wygrywajace (W) ijeden przegrywajacy (K).

Rozwigzanie:
Pierwszy los wycigga Ewa sposrod 25 losow, drugi sposrod 24, a trzeci sposrod 23.
Zatem |2 = 25 - 24 - 23.

Oznaczmy:
A - wyciggniecie dwdch losow wygrywajacych i jednego przegrywajgcego.

Zdarzeniu A sprzyjaja nastepujace zdarzenia:
(Wy, Wo, K), (W1, K, Ws), (K, Wy, W3).

Zauwazmy, ze zdarzenia W7, N Wy N K, W1 N K N Wy, K N W1 N Wy wzajemnie si¢
wykluczaja.

Prawdopodobienstwo ich sumy rowne jest sumie ich prawdopodobienstw.
P(A)=P(WiNnWLyNNK)U(WiNKNW,)U(KNW;NW,))

P(A)=PW NnWyNK)+ PWiNKNW,;)+ P(KNW;NW,)



_ 15-14-104-15-10-144-10-15-14 21
P(4) = 25-24-23 46

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo wyciagnigcia przez Ewe dwoch losow wygrywajacych i jednego

. . , 21
przegrywajgcego jest rowne 7z .

Twierdzenie o prawdopodobienstwie sumy zdarzen, sformutujemy teraz w wersji ogolne;j,
dlan zdarzen, gdzien > 2in € N.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo sumy n zdarzen roztagcznych
Niech (2 bedzie przestrzenig zdarzen elementarnychi 4; € 2, A, € Q,..., A, € Q.

Jezeli zdarzenia Ay, A,, ..., A, wzajemnie si¢ wykluczaja, to:

P(AjUAyU...U...A,) =P(A))+ P(A) +...+ P(4,)

Prawdopodobienstwo sumy zdarzen

Poprzednie przyklady dotyczyly jedynie obliczania sumy zdarzen wykluczajycych sie. Teraz
podamy twierdzenie uogolnione, w ktorym nie jest wymagane, aby dane zdarzenia byty
roztaczne.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo sumy zdarzen

Niech (2 bedzie skoniczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C 2, wowczas

P(AUB) =P(A)+ P(B) - P(ANB)

6

Dowadd




Zatozmy, ze A C i B C Q.

Zachodzi wtedy rownosc¢:

AUB=AU(B\A4)

Zdarzenia A i B\ A wykluczajg sie, zatem:
P(AUB) =P(A)+ P(B\ A).

Prawdziwa jest rowniez rowno$c
B=(ANB)U(B\A4)

Zdarzenia A N B oraz B\ A wykluczajg sie, wiec
P(B)=P(ANB)+ P(B\ A)

Otrzymane rownosci odejmujemy stronami.

P(AUB) = P(A) + P(B\ A)
— P(B)=P(ANB)+ P(B\ A)
P(AUB) — P(B) = P(A) + P(B\ A) — P(AN B) — P(B\ A)

Redukujemy wyrazy podobne.

P(AUB)—- P(B)=P(A) — P(AN B)
Przenosimy na prawg strone wyrazenie P(B).
P(AUB) =P(A)+ P(B) - P(ANB)

C.d.n

Przyktad 4

Pewien maturzysta moze uzyskac¢ z egzaminu maturalnego z matematyki co najmnie;j 40
punktéw z prawdopodobienstwem 0, 6.

Natomiast co najwyzej 40 punktow z prawdopodobienstwem 0, 8.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze uzyska 40 punktow.
Rozwigzanie:

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na uzyskaniu przez maturzyste co najmniej 40 punktow,
B - zdarzenie polegajgce na uzyskaniu przez maturzyste co najwyzej 40 punktow.



Zauwazmy, ze :

P(A)=0,6

P(B)=0,8

AUB=Q= P(AUB)=1

Uzyskane liczby wstawiamy do wzoru na prawdopodobienstwo sumy zdarzen.
P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB)

1=0,6+0,8—P(ANB)

Wyznaczamy P(A N B).

1=1,4— P(ANB)

P(ANnB)=0,4

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo, ze maturzysta uzyska 40 punktow jest rowne 0, 4.
Przyktad 5

Niech A i B beda zdarzeniami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych takimi, ze
P(A) = 4, P(AUB) = 5, P(ANB) = +.Obliczymy P(B \ A).

Rozwigzanie:

Poniewaz P(B\ A) = P(B) — P(A N B), wigc do wyznaczenia prawdopodobienstwa
P(B\ A), bedzie potrzebna znajomo$¢ liczby P(B).

Do wyznaczenia tego prawdopodobienstwa, skorzystamy ze wzoru na
prawdopodobienstwo sumy zdarzen.

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

5 1 1
13

P(B) = 51

Zatem

pB\A)=B L1L_9 _ 3

Odpowiedz:


javascript:void(0);

| Liczba P(B\ A) jest rowna %

Twierdzenie o sumie zdarzen, ktore si¢ nie wykluczajg, mozna uogoélnic¢. Ponizejwersja dla
trzech zdarzen.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo sumy trzech zdarzen

Niech 2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C 2, C C , wéwczas:

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AN B) — P(AN C)+

—P(BNC)+P(ANBNCQC)

Stownik
prawdopodobienstwo sumy dwoch zdarzen roztagcznych

niech (2 bedzie skoficzonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C 2, wowczas
jesli zdarzenia A i B wykluczajg sie, czyli A N B = (), to:

P(AUB)=P(A) + P(B)
prawdopodobienstwo sumy zdarzen

niech (2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C 2, wowczas

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, ktéra przyblizy Ci jedno z kluczowych twierdzen klasycznego modelu
rachunku prawdopodobienstwa - twierdzenie o prawdopodobienstwie sumy zdarzen. Zwréé
uwage na zatozenia, ktoére sg bardzo istotne przy wyborze odpowiedniego wzoru.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D5i9yzt7A

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej prawdopodobienstwa sumy zdarzen.

Polecenie 2
Wykaz, ze

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANB)—P(ANC)+

—P(BNC)+P(ANBNCQC)


https://zpe.gov.pl/a/D5i9yzt7A

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

réwne 0, 25. Prawdopodobienstwo, ze zwyciezy Bolestaw jest réwne % Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze zwyciezy Antoni lub Bolestaw?

O

w b0

Cwiczenie 2

krol lub kier?

4
O 1

W maratonie bierze udziat 8 zawodnikéw. Prawdopodobienstwo, ze zwyciezy Antoni jest

Z talii 52 kart losujemy jedna karte. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowana karta to



Cwiczenie 3

Uzupetnij, wpisujac odpowiednie liczby.

Jesli A C Q, BC QiP(A)+P(B) =0to P(AUB) =|

Jesli AC Q, BCQiP(A)=1iP(B) =1to P(AN B) =|

Jesli A C QB C QiP(A)+P(B) > ‘to ANB#0.

Cwiczenie 4
Niech A C Q, B C ). Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

() P(AUB) > P(A)+ P(B)+ P(ANB)
() P(AUB) < P(A)+ P(B)
()] P(AUB)=2—-P(AUB)

O A, B - zdarzenia roztaczne
P(AUB)=P(A\B)+P(ANB)+ P(B\ A)

Cwiczenie 5

Uzupetnij réwnosci, przeciggajac odpowiednie prawdopodobieristwa.




Cwiczenie 6

Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci dowdd nastepujacego twierdzenia:
JezeliAC Q,BC QiP(A) = P(B)toP(AUB) > 0,5.
Dowéd:

P(AU B) 4+ P(AN B) # 1, co przeczy uzyskanemu wczesniej wynikowi. =
Wstawiamy wyznaczone prawdopodobienstwo do wzoru na prawdopodobierstwo a
sumy.
Zatem P(AU B) > 0, 5. =
P(AUB)=1- P(ANB) s
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = P(A)+1— P(B) — P(ANB) $
P(B)=1-P(B) =
Gdyby P(AU B) < 0,5,to P(AN B) < 0,5, awtedy $
Wyznaczamy prawdopodobienstwo zdarzenia B. =
Poniewaz AN B C AU B,to P(AN B) < P(AU B). -
Poniewaz P(A) = P(B') zatem =
P(AUB)+P(ANB)=1 -
Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze jezeli suma zdarzen A i B jest zdarzeniem pewnym i zdarzenia A, B s3 niezalezne,
to jedno z tych zdarzen jest zdarzeniem pewnym.



Cwiczenie 8

Niech A i B bedg zdarzeniami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych takimi, ze
P(AUB) =0,8iP(A) =0,4i P(B) = 0,3. Oblicz P(AN B).



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prawdopodobienstwo sumy zdarzen

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

o okresla czy dane zdarzenia sg roztgczne, czy nie

 oblicza prawdopodobienstwo sumy zdarzen roztgcznych

 oblicza prawdopodobienstwo zdarzen, ktore nie sg roztaczne

» udowodnia proste zaleznosci probabilistyczne

» dobiera odpowiedni model matematyczny do sytuacji z kontekstem realistycznym

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» analogie
e pracaz ekspertem



Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Jeden z wybranych wczesniej uczniow, przypomina poznane wczesniej dziatania na
zbiorach i odpowiednie prawa dziatan.

2. Uczniowie przypominajg wiadomosci zwigzane z klasycznym modelem
prawdopodobienstwa.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca w grupach - zadaniem uczniow jest, postugujac sie analogiami, wynikajacymi
z rachunku zbiorow, sformutowac i udowodni¢ twierdzenie o prawdopodobienstwie
sumy. Nauczyciel, pelniac role wspierajgca, powinien sugerowac takie rozwiazania, aby
uczniowie uwzglednili dwie wersje twierdzenia - gdy zdarzenia sie wykluczajg i gdy
nie sg roztgczne.

2. Po prezentacji prac grup, uczniowie wspolnie ustalajg i zapisuja w zeszytach
odpowiednie twierdzenie.

3. Uczniowie pracujg w 4 grupach. Zadaniem 1i 2 grupy jest zapoznanie si¢ z materiatlem
w sekcji ,Przeczytaj’, dotyczacym przyktadow obliczania sumy zdarzen wykluczajacych
sie, a grup 2 i4 - sumy zdarzen, ktore nie sg roztgczne.

4. Po kilku minutach grupy acza si¢ -1z 3, 2 z 4. Teraz kazda z grup, musi przekazac
uzyskane informacje grupie, z ktorg sie potaczyta. Po wymianie wiadomosci, grupy
rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Liderzy grup krotko komentuja strategie obrane przez dang grupe, pozwalajgcg na
szybkie udowodnienie sformutowanego twierdzenia.

2. Nauczyciel wyjasnia watpliwos$ci, omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony
pracy uczniow, ocenia prace grup.



Praca domowa:
Uczniowie w domu maja za zadanie zapoznanie si¢ z animacja i wykonanie Polecenia 2.
Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wlasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wstepem do zaje¢ lub jego podsumowaniem.
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