Potegi - powtorzenie wiadomosci
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o Przeczytaj

« Film edukacyjny
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: this is engineering Raeng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Przez wiele wiekow ludziom wydawato si¢, ze nasz Swiat jest co prawda duzy, ale i tak
wszelkie w nim odleglosci - nawet te do gwiazd - nie sg duzo wigksze od tych, jakie
spotykamy na Ziemi. Okazalo si¢ jednak, ze zyjemy we Wszechswiecie, ktorego wielkos¢
i budowa musi by¢ opisywana z uzyciem naprawde wielkich liczb.

W naszej Galaktyce jest okoto 100 miliardéw gwiazd



Zrédto: dostepny w internecie: freepik.com.

Jak widzimy, zapisywanie wielkich liczb w tradycyjnej notacji dziesietnejjest uciazliwe.
Szybko bowiem mozemy straci¢ rozeznanie w ich wielkosci i, chcgc sie przekonac jak sa
one duze, sktonni bylibysSmy liczy¢ w nich zera.

W takich przypadkach wygodniej jest postugiwac sie liczbami zapisanymi w postaci potegi
- zazwyczaj uzywamy w tym celu potegi liczby 10.

Twoje cele

» Obliczysz wartoSci poteg o wyktadnikach catkowitych.

» Zastosujesz w obliczeniach wzory na iloczyn i iloraz poteg o tych samych
podstawach oraz wzor na potegowanie potegi.

» Rozwiazesz zadania dotyczgce porownywania wielkoSci wystepujacych
w przyrodzie.

o Zapiszesz liczby w notacji wykladnicze;.



Przeczytaj

Na wstepie przypomnimy definicj¢ potegi o wykladniku naturalnym.
Definicja: potega o wyktadniku naturalnym

Potega liczby rzeczywistej a o wykladniku naturalnym n > 2 nazywamy liczbe:

a®=a-a-...-a.
N—_————

n czynnikow

Liczbe a nazywamy podstawg potegi. Ponadto przyjmujemy, ze dla kazdejliczby
rzeczywistej:

oraz dlaa # 0:

Konwencja, wedtug ktorejdla a # 0 liczba a jest rowna 1, w tym momencie moze sie
jeszcze wydawac nieco sztuczna. Uzasadnimy jg w trakcie dalszej nauki.

Przyktad 1

a.10* =10-10-10- 10 = 10000

b.(3)" = (-3) - (-3) - (-3) = -3
c.8! =8oraz (—1)' = —1
d.7° = 1oraz (-2)’ =1

W kolejnych przyktadach przypomnimy, jak wykonujemy dzialania na potegach o tej same;j
podstawie.

Przyktad 2
Pomnozymy liczby 10* oraz 10",
Korzystajgc z definicji potegi o wykladniku naturalnym, mamy:

10*-10"=10-10-10-10-10-10-10-10-10-10- 10 = 10*"" = 10"

4 czynniki 7 czynnikow

Przyktad 3

Podzielimy:



javascript:void(0);

a. liczbe 57 przez 5
b. liczbe 7410 przez 720%

Ponownie korzystamy z definicji potegi o wyktadniku naturalnym, skad dostajemy:

57 5050 pd

a.. 5_3 —_— 53

b 71410 . 71410 o 1

- 202 — 714107615 — 7615
Przyktad 4

Podniesiemy liczbe 2° do potegi trzeciej.

Znow, korzystajac z definicji potegi o wyktadniku naturalnym, otrzymujemy:

(25)3 _95.95.95 _ 953 _ 915

W nastepnych przykitadach przypomnimy, jak przeksztatca¢ wyrazenia, ktore dadzg si¢
zapisaC w postaci iloczynu lub ilorazu poteg o tych samych wyktadnikach (tym razem
podstawy poteg nie muszg by¢ rowne).

Przyktad 5

Obliczymy, ile cyfr ma zapis dziesietny iloczynu 4° - 510
Doprowadzimy podany iloczyn do postaci potegi liczby 10:
45 . 510 = (22)° . 510 = 210 510 — 100 = 10000000000,
Zatem zapis dziesietny iloczynu 4° - 51 ma 11 cyfr.

Przyktad 6

Wykazemy, Ze iloraz (12%)5 : (%)10 jest liczbg catkowita.

Przeksztalcamy zadany iloraz wykorzystujac wtasnosci dziatan na potegach:

5 10 5 10 5 glo )7 (2.3)0
(23): (D)= (8- (9)" - %4 - T oy

Otrzymana liczba jest, oczywiscie, catkowita (a jej zapis dziesigtny to 59049).

Uogolniajac rozumowania z powyzszych przyktadoéw, mozna uzasadni¢ wzory podane
ponize;j.



Wazne!

i n prawdziwe s3 wzory:

4 =a" ™, gdziea #0in > m,
o = L gdziea #0in <m,

a"-b" = (a-b)",

a b = Z—Z = (%)n gdzie b # 0.

Zapis wielkich liczb z wykorzystaniem poteg liczby 10 jest wygodny, poniewaz od razu
informuje nas o tym, iloma zerami zakonczony jest zapis dziesietny danejliczby. W ten
sposOb mozemy zapisac np. liczby uzywane w fizyce:

a. w szklance wody jest okoto 10%° czasteczek

b. widoczna czeéé Wszechéwiata ma objetoé¢ okoto 10%° kilometréw szeéciennych

Poniewaz podstawowym systemem, w ktorym przeprowadzamy obliczenia jest system
dziesietny, wiec do oszacowania rzedu obliczanych wielkosci rowniez stosuje si¢ zapis
z wykorzystaniem poteg liczby 10 - jest to tzw. notacja wyktadnicza.

Definicja: notacja wyktadnicza
Jesli liczba z jest zapisana w postaci:

x:m-lok,

to mowimy, ze liczba z jest zapisana w notacji wykladniczej.
Moéwimy wtedy, ze liczba z jest rzedu 10",

Przyktad 7

Magda tworzy model Ukladu Stonecznego, w ktorym Ziemia jest wielko$ci grejpfruta

o $rednicy 15 cm. Jak duza powinna by¢ w modelu Magdy kulka przedstawiajgca
Ksiezyc?

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b oraz dowolnych dodatnich liczb catkowitych m

gdzie m jest liczba spelniajgca nieréwnos¢ 1 < m < 10, natomiast k jest liczbg catkowitg,


javascript:void(0);

3:6 - 10 m

Obliczmy, ile razy Srednica Ziemi jest wieksza od $rednicy Ksigzyca:

1,310 1,3 107 _ 13 _ 130
3o~ 35 10 % 0= 35 RS
Zatem aby proporcje w modelu zostaly zachowane, $rednica kulki bedgcej modelem
Ksiezyca musi by¢ 3, 7 razy mniejsza od $rednicy grejpfruta, to znaczy powinna miec

okoto 4 cm. Wobec tego model Ksiezyca powinien by¢ wielkosci piteczki do ping-ponga.

Przyktad 8

Wiedzac, ze w modelu Magdy kulka przedstawiajaca Ziemig jest wielkosci grejpfruta
obliczymy, w jakiej odleglosci od niej powinna znajdowac si¢ kulka wielkosci piteczki
pingpongowej, ktora jest modelem Ksiezyca.

Obliczmy, ile razy odlegtos¢ Ziemi od Ksiezyca jest wieksza od Srednicy Ziemi:

3,8-108
) __ 380000000 _ 380 ., 99

1,3-10" 13000000 ~— 13

A zatem piteczka pingpongowa powinna by¢ odlegta od grejpfruta obrazujacego Ziemie¢

o okoto 29 - 15 = 435 cm, tj. niemal 0 4,5 m.

Astronomowie do opisywania odlegtosci obiektow, zwlaszcza tych, ktore znajduja si¢
w przestrzeni miedzygwiezdnej, uzywaja jednostki nazywanej parsekiem (w skrocie
oznaczanym pc). Przyjeto, ze 1 parsek to okoto 31 - 10'? km.

Przyktad 9

Proxima Centauri, gwiazda najblizsza Stoncu, jest od niego oddalona o 1, 3 parseka.
Obliczymy, w jakiej odlegtosci od kuli przedstawiajgcej Stonce powinien znajdowac sie
w modelu Magdy model tej gwiazdy.

Obliczmy, ile razy odlegtos¢ Stonca od Proximy Centauri jest wicksza od $rednicy Ziemi:

1,3-31-10'2.10°




Oznacza to, ze gdyby Magda probowata odnies¢ swoj model do odlegtosci obiektow
z przestrzeni miedzygwiezdnej, to odlegtos¢ miedzy Stoncem i Proxima Centauri bytaby
wtedy w przyblizeniu rowna

31-10%-15 cm = 465 - 10% cm = 465 - 10° m = 465 - 10° km,

czyli okoto 465000 km.

Otrzymana odlegtos¢ jest ponad 11 razy wieksza od dtugosci rownika Ziemi.

Odnotujmy na zakonczenie wazne twierdzenie, z ktérego czesto korzystamy przy
porownywaniu liczb rzeczywistych.

Twierdzenie: o poréwnywaniu poteg liczb rzeczywistych o tych samych wyktadnikach

Dane s3 dwie liczby rzeczywiste @ > 01 b > 0 oraz liczba naturalna n > 1. Wowczas:
a < bwtedy i tylko wtedy, gdy a” < b".

Przyktad 10

Poréwnamy liczby 3%° i 29,

Mamy:

320 _ (32)10 _ 910930 _ (23)10 — glo,

a poniewaz 9 > 8, wiec

320 _ (32)10 _gl0 - 930 _ (23)10 _glo

Przyktad 11

Wykazemy, ze liczba < jest wigksza od 360 i mniejsza od 361.

1925+825

Mamy wykazac¢, ze prawdziwe sg dwie nierownosci:
1974877
(1) togm < 361,

27 27
(2) 1omrge > 360.

Przeksztalcamy rownowaznie pierwszg nierownosc:

19%74 87
19%°48% 361

1927 827 2
19251825 < 361 =19

1977 4 8% < 197 - (19%° + 8%)



19%7 + 8% < 1977 4+ 197 . 8%

827 ~ 192 . 825

8% < 19?

64 < 361.

Wynika stad, ze pierwsza nierownosc jest prawdziwa.
Teraz przeksztalcamy rownowaznie drugg nieréwnosc:

L > 3601977 + 877 > 360 - (19% + 8%)

192" — 360 - 19%° > 360 - 82> — 827
19%° . (19° — 360) > 8% - (360 — 82)
19%° - (361 — 360) > 8%° - (360 — 64)

19%5 .1 > 825.206

25
o > 296
19 \ 25
(%) > 296.
Na podstawie powyzszego twierdzenia o porownywaniu poteg stwierdzamy, ze:
19 19

o : 25
« poniewaz 2 =23 > 2, wiec (£)7 > 2%,

o poniewaz 2 > 1, wiec 216 > 116 = 1; ponadto 2? > 512 > 296, co oznacza, ze
225 > 296,

Wobec tego
(42)% > 225 > 296,

czyli prawdziwa jest takze druga nieré6wnosc.

1927+827
19%°4-8%

W ten sposob udowodniliSmy, ze liczba jest wieksza od 360 i mniejsza od 361.

Stownik

potega liczby rzeczywistej o wyktadniku naturalnym




potega liczby rzeczywistej a o wykladniku naturalnym n > 2 nazywamy liczbe
a"=a-a-...-q.

—_——

n czynnikéw
Liczbe a nazywamy podstawg potegi. Ponadto przyjmujemy, ze dla kazdejliczby
rzeczywistejal = a orazdlaa # 0:a’ =1

notacja wyktadnicza

jesli liczba z jest zapisana w postaci = m - 10*, gdzie m jest liczbg spelniajaca
nierowno$¢ 1 < m < 10, natomiast k jest liczba catkowita, to méwimy, Ze liczba z jest
zapisana w notacji wyktadnicze;.

Moéwimy tez wtedy, ze liczba x jest rzedu 10*



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem edukacyjnym, a nastepnie odpowiedz na pytanie z Polecenia 2 i 3.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIEUA7RAN

Film nawigzujgcy do treSci materiatu

Polecenie 2
Co wazy wiecej: 6 tysiecy kotow o wadze 4, 3 kg czy 8 stoni o wadze 3,7 - 10° kg?
Polecenie 3

Odlegtosc z Ziemi do Ksiezyca nie jest stata, wynosi bowiem od 365000 km do 406000 km.
W pewnym dniu wynosita 384000 km. lle to metrow? Wynik podaj w notacji wyktadniczej.



https://zpe.gov.pl/a/D1EUA7RdN

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz liczbe réwna milion:

O 5
O 23.53
O 230

() 8§2.25°

Cwiczenie 2

Jeden hektar to pole kwadratu o boku 100 m. Zapisz pole tego kwadratu w:

110% || 107 || 10° | | 10° | | 10? || 10% || 106 | | 10*




Cwiczenie 3

Dopasuj dtugosc krawedzi szeScianu do odpowiadajacej jej objetosci szescianu.

2 km 8-10° mm?
2 m 8-10°® mm?
2 dm 8-10° mm?
2 cm 8-10'"® mm3

Cwiczenie 4

Maksymalna odlegtos¢ z Ziemi do Ksiezyca wynosi 406000 km. Odlegtos$¢ ta zapisana
w metrach w notacji wyktadniczej wynosi:

() 4,06-10°m
() 4,06-10" m
() 4,06-10°m

O 4,06-108m



Cwiczenie 5
Potacz w pary dziatanie i wynik.
23.25.28

323 . 82

43

(22)10
64°
25.25.25.25.95

Cwiczenie 6
Wskaz poprawne odpowiedzi. Liczba 29 jest réwna:

64 + 4% + 27 + 16°

26 + 27 + 4% + 82

O o O

64 + 43 + 27 + 162

(] 20427 +4°+ 8

Cwiczenie 7

Ustal, ile cyfr ma w zapisie dziesietnym kazda z ponizszych liczb.

9l42 | gl42

Liczbaa = ma w zapisie dziesietnym‘ ’ cyfry.

Liczba b = 2196 . 5192 ma w zapisie dziesietnym‘ ’cyfry.

Liczba ¢ = 219 . 5199 ma w zapisie dziesietnym‘ ’cyfr.

220

216

230

Liczba d = 897 . 25157 ma w zapisie dziesietnym‘ ’cyfr.




Cwiczenie 8

WoYybierz poprawne odpowiedzi.
Liczba n jest 273 razy mniejsza od sumy 9234 4 9235 4 9236 \Wowczas:

n > 81116

n > 2710

o o 0O

n < 3468
(] n>243%
Cwiczenie 9 @
Rozpatrzmy liczby postaci
3n +4n 4 3n+1 +4n+2 4 3n+4

gdzie n jest dodatnig liczbg catkowita.
Wskaz liczbe, ktéra jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem wszystkich rozpatrywanych liczb.

O 19
O 17
O 9

O 16

Cwiczenie 10 @

Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n suma
5" + 5l gnd2 4 gedd 4 grtd | gedS  gnd6 4 5ntT ggjeli sie przez iloczyn
(1457%) - (1+5%).



Cwiczenie 11

Wskaz prawdziwg nieréwnosé

337+537
3331533 > 623

337+537

37 537
Smom > 3126

o o O o

337+537
335+535 > 25



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Potegi - powtorzenie wiadomosci

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne:

I. Sprawnos$¢ rachunkowa. Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy
uzyciu kalkulatora, stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu
problemow w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

Tresci nauczania - wymagania szczegotowe:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych; 4) stosuje zwigzek
pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatan na potegach i pierwiastkach; 5)
stosuje wiasnosci monotonicznosci potegowania, w szczegolnosci wiasnosci: jesli ¢ < y
oraza > 1,toa” < a’,zasgdyz < yi0 <a < 1,toa” > a¥

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
Uczen:

 oblicza wartosci poteg o wyktadnikach catkowitych,

 stosuje w obliczeniach wzory na iloczyn i iloraz poteg o tych samych podstawach oraz
wzOr na potegowanie potegi,

e rozwiazuje zadania dotyczace porownywania wielkosci wystepujacych w przyrodzie,

 zapisuje liczby w notacji wyktadnicze;.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’

Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji - ,,Potegi cze$¢ 17 i prosi uczniow o sformutowanie
celow i kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytal polecenie numer 1 z sekcji , Film
edukacyjny”. Uczniowie zapoznaja si¢ z materialem i zapisuja ewentualne problemy
z jego zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tres¢
wspolnie wyjasniajgc zaistniate watpliwosci.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac ¢wiczenia
numer 1i 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje si¢ do



nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem sig jak...”.

Praca domowa:

Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekc;ji (,Potegi czesc 17).

Materialy pomocnicze:
» Drzialania na potegach
Wskazowki metodyczne:

Film moze by¢ wykorzystany na zajeciach poswieconych wykonywaniu dziatan na liczbach
rzeczywistych.
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