Rownanie wysokosci w trojkgcie
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Zrodto: dostepny w internecie: pigsels.com, domena publiczna.

W tym materiale nauczysz si¢ wyznacza¢ rownanie prostej zawierajgcej wysokosc¢ trojkata

Wyprowadzimy tez wzor ogolny na rownanie takiej prostej oraz zastosujemy go przy
rozwigzywaniu zadan.

Twoje cele

e Wyznaczysz rownanie prostej zawierajacej wysokos¢ trojkata.

» Zastosujesz rownanie prostejzawierajgcej wysokosc¢ trojkata do rozwiazywania zadan
z geometrii analityczne;j.




Przeczytaj

Rozwazmy trojkat o wierzchotkach w punktach A = (z4;y4), B = (2B;yB), C = (x¢;yco).
Zauwazmy, ze jesli odcinek BC jest rownolegly do osi X, to rownanie prostej przechodzace;j
przez wierzchotek A zawierajacej wysoko$¢ tego trojkata to z = x 4.

Jesli odcinek BC nie jest rownolegly do osi X, to wspotczynnik kierunkowy prostej BC jest
rowny ilorazowi réznicy drugich wspoétrzednych punktéw C'i B przez roznice pierwszych
Yo — YB

wspotrzednych tych punktow (w tej samej kolejnosci), czyli . ot
c—Zp



Poniewaz prosta zawierajgca wysoko$¢ poprowadzong z punktu A jest prostopadta do
xo—

prostej BC, wiec jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny 2% "B po zastosowaniu
Yc — YB

wzoru na rownanie prostej o danym wspotczynniku kierunkowym przechodzacej przez

dany punkt, otrzymujemy rOwnanie proste;j

o — IR (

Yc — YB

co po przeksztalceniu daje rownanie

(yc —yB)(Yy — ya) = —(zc — zB)(z — z4).

Y—ya=— T —Ty),

Sprawdzmy jeszcze otrzymany ostatecznie wzor obejmuje rowniez przypadek, gdy odcinek
BC jest rownolegly do osi X. Wowczas yp = yc i B # x¢ (W przeciwnym razie nie
otrzymalibySmy trojkata), wiec rowazany wzor przyjmuje postac

(yo —ye)(y —ya) = —(zc — z5)(z — z4)

0=—(zc—zB)(z —x4)

T =1x4.

Zatem wzOr

(vo —yB)(y —ya) = —(zc — zB)(z — z4)

opisuje prosta zawierajgca wysokos¢ trojkata o wierzchotkach

A = (z4;y4), B= (zB;y8), C = (zc;5yc)

przechodzacg przez punkt A niezaleznie od potozenia punktéow A, B, C'w prostokatnym
uktadzie wspotrzednych.

Przyktad 1

Wyznaczymy réwnanie prostejzawierajgcej wysokosc¢ trojkata o wierzchotkach
A= (-1;-3),B=(8;3),C = (2;6) przechodzacej przez punkt A.
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Mozemy wykorzysta¢ otrzymany wzor.

(yo —yB)(y —ya) = —(z¢c — zB)(z — z4)
6—-3)(y+3)=—-(2-8)(z+1)
3(y+3)=6(z+1)

3y+9=6x+6

y+3=2z+2

y=2zx—1

Mozemy tez powtorzy¢ calg droge, ktora doprowadzita nas do tego wzoru:

« wspotczynnik kierunkowy prostej BC jest réwny
6-3 3
2-8 —6 2
» wspotczynnik kierunkowy prostej zawierajacej wysoko$¢ poprowadzong do boku BC
jest rowny 2,

» korzystajgc ze wzoru na roOwnanie prostej o danym wspotczynniku kierunkowym
przechodzacej przez dany punkt, otrzymujemy rOwnanie
y+3=2(xz+1),
co po przeksztalceniu daje rownanie
y=2zr—1.

Przyktad 2

Wyznaczymy wspotrzedne punktu przeciecia wysokosci (tzw. ortocentrum) tréjkgta
owierzchotkach A = (—1;-3), B = (8;3),C = (2;6).



W poprzednim przyktadzie wyznaczyliSmy rownanie prostej zawierajacej wysokos¢
poprowadzong z wierzchotka A: y = 2x — 1.

Wyznaczmy réwnanie prostejzawierajgcej wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka B:

(6—-(=3)(y—-3)=—(2-(-1)(z—8)
9(y—3) = —3(x — 8)

1 . 17
YT
Na mocy twierdzenia, ktore orzeka, ze wszystkie trzy proste zawierajgce wysokosci
trojkata przecinajg sie¢ w jednym punkcie, wystarczy, ze wyznaczymy wspolrzedne
punktu wspoélnego dwoch z nich. W tym celu wystarczy rozwigza¢ uktad ztozony
z rownan dwoch prostych zawierajacych wysokosci:

1 17

A

y=2x—1
Z uktadu wynika rownanie

1 1
——a:—l——7:233—1,

3 3

ktore mozna przeksztalci¢ nastepujaco

—z+17=6x — 3
—T7xz = —20
20

7

Z

20
Dlaz = - mamy
20 33

9.2 22
4 7 7

y ) 20 33
Zatem ortocentrum trojkata ABC ma wspoélrzedne =i |

Stownik
wysokos¢ tréjkata

odcinek o jednym koncu w wierzchotku tego trojkata o drugim koncu na proste;j
zawierajacej przeciwlegly bok prostopadty do tego boku

ortocentrum trojkata

punkt przeciecia prostych zawierajgcych wysokosci trojkata


javascript:void(0);




Aplet

Polecenie 1

Zmieniajac potozenie punktow A = (2 4;y4), B = (zp;yg), C = (z¢; yc) obserwuj, jak
zmienia sie rownanie prostej zawierajacej wysokosc trojkata ABC, poprowadzonej przez
wierzchotek A.

Polecenie 2
Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Pytania Odpowiedzi

Réwnanie prostej
zawierajacej wysokosé
tréjkata o wierzchotkach

A= (-1;3), B=(4;2), —4y—5z+7=0 [ ] y=-1 []
C=(-1;-2)
przechodzacej przez punkt
A to:

Roéwnanie prostej
zawierajacej wysokosé
trojkata o wierzchotkach 4
A =(0;3), B=(2;2), y=——2z+3 | —4z—3y+9=0 []
C=(-2-1) 3
przechodzacej przez punkt
A to:

Wspotrzedne ortocentrum
trojkata o wierzchotkach _ )
C = (-2;-1) to:

Wspbdtrzedne ortocentrum
trojkata o wierzchotkach 7 7
—. 1 —1:—
A=(-1;4),B=(31), ( | > U ( 3) U
C = (—2;1) to:




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej wysokos¢ trdjkata o wierzchotkach A = (4; 3),
B = (1;-4), C = (—5; —2) poprowadzonej z wierzchotka A. Uporzadkuj ponizsze
wypowiedzi, aby otrzymac rozwigzanie powyzszego zadania.

—4—(-2) -2 1

Wspotczynnik kierunkowy prostej BC jest rowny = = ——. =
1— (—5) 6 3
Po zastosowaniu réwnania prostej o danym wspoétczynniku przechodzacej przez R
dany punkt otrzymujemy réwnanie y — 3 = 3(x — 4). M
Zatem réwnanie prostej zawierajaca wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka A to R
y=3z—09. v
Poniewaz prosta zawierajaca wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka A jest N
prostopadta do boku BC, wiec jej wspotczynnik kierunkowy jest réwny 3. M
Cwiczenie 2 ¢

Wyznacz réwnania prostych zawierajacych wysokosci tréjkata o wierzchotkach A = (4; 3),
B = (1;—-4), C = (—5; —2) poprowadzonych z wierzchotkéw B C.

Cwiczenie 3




Cwiczenie 4

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Dany jest trojkat
o wierzchotkach
A =(-3;0),
B = (-2;4),
C = (6;2).
Roéwnanie prostej
zawierajacej
wysokos¢ tréjkata
ABC to

y=4x +12 [ )

y=—4,52+29 [

Dany jest tréjkat
o wierzchotkach
A= (-3;0),
B =(-3;3),
C = (3;0).
Réwnanie proste;j
zawierajacej
wysokos¢ tréjkata

ABC to
z=-3 [
y=0 []

y=—-0,25z+3,5 [ ] y=2z+5 [ ]

Dany jest tréjkat
o wierzchotkach
A= (-1;2),
B = (-2;4),
C = (4;2).
Roéwnanie prostej
zawierajacej
wysokos¢ tréjkata
ABC to

y=2z (]
_ 1, 1o
Y= 73" 73

y=3z+5 [ ]

O

Dany jest tréjkat
o wierzchotkach
A= (-1;2),
B = (-2;4),
C = (4;2).
Réwnanie proste;j
zawierajacej
wysokos¢ tréjkata
ABC to

y=—z+1 []
z=-2 []
3 3

y=—z+— [J

2 16



Cwiczenie 5

Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (—5;2), B = (1;4), C = (1; —2). Wyznacz
wspobtrzedne ortocentrum tego trojkata. Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac
rozwigzanie zadania.

Zatem wspoétczynnik kierunkowy szukanej prostej to —3.
Réwnanie szukanej prostej toy — (—2) = —3(x — 1), czyliy = -3z + 1.

Aby wyznaczy¢ rownanie prostej zawierajacej wysokos¢ poprowadzong

z wierzchotka C, potrzebny nam bedzie wspétczynnik kierunkowy prostej AB:
4—2 2 1

1-(-5) 6 3

Z powyzszego uktadu wynika rownanie 2 = —3x + 1, ktérego rozwigzaniem jest
1

rT=——.
3

Zaczniemy od wyznaczenia réwnan prostych zawierajacych wysokosci
poprowadzone z wierzchotkéw A i C (w tej kolejnosci).

Aby wyznaczy¢ wspoétrzedne ortocentrum tréjkata ABC, wystarczy rozwigzac

, Jy=2
uktad réwnan .
y=-—-3z+1

tatwo zauwazy¢, ze rownanie prostej zawierajacej wysokosé poprowadzong
z wierzchotka A toy = 2.

1
Zatem wspotrzedne ortocentrum sg rowne <—§; 2> .

Cwiczenie 6

Wyznacz ortocentrum tréjkata o wierzchotkach A = (—4;2), B = (2;5), C = (0; —1).

O

O

114

O

O

214

114

112



Cwiczenie 7

Rozwiaz test.

Ortocentrum
tréjkata

o wierzchotkach

A= (—4;4),
B = (—6;1),

C = (0;—3) ma

wspotrzedne

(—4;4) O

(-6;1) O

Ortocentrum
trojkata
o wierzchotkach
A=(-13),
B=(41),
C=(-1;—4) ma
wspotrzedne

(3) ©

(1) O

Ortocentrum
trojkata
o wierzchotkach
A=(-22),
B = (40),
C=(—1;—-5)ma
wspotrzedne

(3-3) o
B

Ortocentrum
trojkata
o wierzchotkach
A=(=31),
B = (3;3),
C=(—1;0) ma
wspotrzedne

(0;-3) O

(0;-4) O



Cwiczenie 8 @

Punkty A = (—1;2) i C = (2;28) sa wierzchotkami trdjkata réownoramiennego, w ktorym
|AC| = | BC)|. Prosta zawierajaca wysokos¢ opuszczong z wierzchotka C' ma réwnanie

2y + x = 58. Oblicz pole tréjkata ABC'. Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby otrzymac
rozwigzanie zadania.

1
Zatem pole tréjkata ABC jest rowne £y -44/5 - 224/5 = 220. =
Korzystajac ze wzoru na dtugos$¢ odcinka, otrzymujemy
|ICD| = \/(10 —2)® 4+ (24 — 28)> = V/80 = 4V/5. v
Réwnanie prostej zawierajacej wysokos$¢ opuszczong z wierzchotka C
1

przeksztatémy do postaci kierunkowej y = —Ew + 29. Rownanie prostej AB =
mozemy wyznaczy¢, korzystajac z zalezno$ci miedzy prostymi prostopadtymi.
Wspotrzedne tego punktu mozemy obliczy¢, rozwigzujac uktad réwnan: prostej AB
i prostej zawierajacej wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka C. M
Ponadto przechodzi ona przez punkt A, wiec jej rownanietoy — 2 = 2(z + 1), N
czyliy = 2z + 4. v
Poniewaz trojkat ABC jest réwnoramienny, wiec
|AB| = 2|AD| = 2\/(10 — (1)) + (24 — 2)? = 2¢/112 + 222 = 224/5. 7
Rozwiazaniem powyzszego uktadu jest para liczb x = 10 i y = 24. =
Zatem wspotrzedne punktu D mozemy otrzymad, rozwigzujac uktad
( 1

=——x+29 s

YT .
y=2x+14

Zaczniemy od wyznaczenia wspoétrzednych punktu D bedacego spodkiem R
wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C. M
Mozemy teraz wyznaczy¢ |CD| i |AB| (w tej kolejnosci). ¢



Zatem wspodtczynnik kierunkowy prostej AB jest rowny 2.

Zatem wspdtrzedne punktu D sg réwne (10;24).

214

114



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie wysokosSci w trojkacie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

2) postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogélnej, w tym
wyznacza réwnanie prostej o zadanych wtasnosciach (takich jak na przyktad przechodzenie przez
dwa dane punkty, znany wspétczynnik kierunkowy, rownolegtos¢ lub prostopadtos¢ do innej
prostej, stycznos¢ do okregu);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

» Wyznaczysz rOwnanie prostej zawierajacej wysokos¢ trojkata.
» Zastosujesz rownanie prostej zawierajgcej wysokosc¢ trojkata do rozwigzywania zadan
z geometrii analityczne;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e Cwiczen przedmiotowych;
e zuzyciem komputera;



e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Aplet” i ¢wiczenia
interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Aplet”.
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,ROwnanie wysokosci w trojkacie” i celow
lekcji. Okreslenie wigzgcych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel wprowadza uczniow w temat lekcji: Rownanie wysokosci w trojkacie.
Nastepnie prosi, by uczniowie pracowali w parach i opracowali swoje mapy mysli
zwigzane z tematem. Wybrana osoba z danej pary przedstawia swoje propozycje,
ochotnik zapisuje je propozycje na tablicy. Pozostali uczniowie odnosza si¢ do tych
sugestii, uzupelniajgc je o swoje propozycje

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze
w kolejnym kroku beda rozwigzywa¢ ¢wiczenia numer 1i 2. Kazdy z uczniow robi to
samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja odpowiedzi,

a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje sie do nich. Nauczyciel w razie potrzeby
koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informaciji
zwrotnej. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 3, a nastgpnie poréwnuja
swoje odpowiedzi z kolega lub kolezankg

2. Praca indywidualna - implementacja poznanej techniki do rozwigzywania problemow
informatycznych - wykonywanie ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.



Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
2. W jaki inny sposob mozesz napisa¢ wypracowanie na zadany temat? Zaproponuj
alternatywng wersja wypracowania

Materialy pomocnicze:
Trojkaty i ich whasnosci
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekcji ,Aplet” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzacy powtorzeniu
materialu w temacie ,Ro6wnanie wysokosci w trojkacie”.


https://epodreczniki.pl/a/trojkaty-i-ich-wlasnosci/Ds2LxvmhR

