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Wyobrazmy sobie, ze w czworo$cianie ABC D wszystkie katy plaskie przy wierzchotku A
s proste. Mamy wykazac¢, ze rzut prostokatny wierzchotka A na ptaszczyzne BCD jest
ortocentrum tréjkata BC'D. W tym materiale zaprezentujemy twierdzenie o prostej
prostopadtej do plaszczyzny, dzigki ktoremu mozna przeprowadzi¢ dowod powyzszego
twierdzenia.

Cze$¢ materialu wykracza poza podstawe programowy, ale jest jej ciekawym
uzupetnieniem.

Twoje cele

o Sformulujesz twierdzenie o prostej prostopadilej do ptaszczyzny.
» Zastosujesz je w najprostszych sytuacjach geometrycznych.
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Przeczytaj

Rozpocznijmy od podania nastepujgcej definiciji.
Definicja: prosta prostopadta do ptaszczyzny

Mowimy, ze prosta k jest prostopadita do plaszczyzny « (co zapisujemy symbolicznie
w postaci k L «), jezeli jest prostopadia do kazdej prostej zawartejw plaszczyZnie a.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie o prostej prostopadiej do ptaszczyzny.
Twierdzenie: o prostej prostopadtej do ptaszczyzny

Prosta prostopadta do dwoch przecinajgcych sig prostych jest prostopadta do
plaszczyzny wyznaczonej przez te proste.

Dowad

Skoro prosta k jest prostopadta do prostych m i [, to jest rowniez prostopadla do kazdej
prostej rownolegtej do ktorejs z tych prostych.

Wystarczy zatem wykazac, ze prosta k jest prostopadia do dowolnej proste;
przechodzacej przez punkt O przecigcia prostych m i l. Oznaczmy te prosta przez n.

Poprowadzmy réwniez prosta t przecinajgca proste m, l i n odpowiednio w punktach P,
Q) i S. Na prostej k obierzmy punkty A i B, aby punkt O byl $rodkiem odcinka AB.
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Zauwazmy, ze proste m il sg symetralnymi odcinka AB. Zatem: |PA| = | PB| oraz
|QA| = |@B|. Stad APAQ = APBQ (cecha bbb). To daje: |[<APQ| = |<BPQ)|.

Z réwnosci wskazanych odcinkéw i katow wynika, ze AAPS = ABPS (cecha bkb).
Zatem |SA| = |SB|, czyli punkt S lezy na symetralnejn odcinka AB.

Ostatecznie k L n, co konczy dowdd.

Whiosek 1
Niech A bedzie punktem wspolnym prostej k i ptaszczyzny a.

Aby stwierdzi¢, ze prosta k jest prostopadta do plaszczyzny a, wystarczy wskaza¢ dwie
proste lezace na tej plaszczyznie i przechodzace przez punkt A, do ktérych prosta k jest
prostopadta.

Definicja: rzut prostokatny punktu

Rzutem prostokatnym punktu P na ptaszczyzne a nazywamy punkt S, w ktérym prosta k
przechodzaca przez punkt P i prostopadia do plaszczyzny a przecina t¢ plaszczyzne.

Dlugo$c¢ odcinka PS jest odlegloscig punktu P od plaszczyzny a.
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Definicja: rzut prostokatny figury

Rzutem prostokatnym figury F' na plaszczyzne nazywamy figure wyznaczong przez rzuty
prostokatne wszystkich punktow nalezgcych do tej figury.

Definicja: punkt symetryczny do punktu A

Punktem symetrycznym do punktu A wzgledem plaszczyzny o nazywamy punkt A’ taki,
ze punkty A i A’ lezg na prostej prostopadlejdo ptaszczyzny a, w réwnych odleglosciach
od plaszczyzny a i po jej przeciwnych stronach.

Przyktad 1

Rozwazmy graniastostup prosty ABCDEF, ktérego podstawa jest trojkagt prostokatny
ABC.
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Uzasadnimy, ze prosta k przechodzaca przez punkty E i F jest prostopadia do
plaszczyzny zawierajacej Sciane ACFD.

Rozwigzanie

Prosta k jest prostopadta do dwoéch prostych DF' i F'C przecinajacych si¢ w punkcie F.
Zatem na mocy twierdzenia o prostej prostopadiej do ptaszczyzny otrzymujemy, ze prosta

k przechodzaca przez punkty E i F jest prostopadta do ptaszczyzny zawierajgcej Sciane
ACFD.

Przyktad 2

Rozwazmy prostopadtoscian ABCDEFGH.

H
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Uzasadnimy, ze prosta k przechodzgca przez punkty A i B jest prostopadta do
plaszczyzny zawierajgcej Sciang BCGF.

Rozwigzanie

Prosta k jest prostopadta do dwoch prostych BC'i BF przecinajacych si¢ w punkcie B.
Zatem na mocy twierdzenia o prostej prostopadiej do ptaszczyzny otrzymujemy, ze prosta

k przechodzaca przez punkty A i B jest prostopadia do plaszczyzny zawierajgcej $ciang
BCGF.

Ponizszy materiat wykracza poza wymagania podstawy programowej, ale jest ciekawym
uzupelnieniem tej tematyki o ujecie analityczne.

Twierdzenie: o réwnaniu prostej

a) Prosta p w przestrzeni przechodzgca przez punkt M (zg, yo, 29) i rownolegla do

wektora @ = [l, m, n] (zwanego jej wektorem kierunkowym) moze by¢ przedstawiona




W postaci parametryczne;j:

r=ux9+ It
P:yyYy=yot+mi, tER,
z=2zy+ ht

t nazywamy parametrem w rownaniu proste;j.
Rownanie to moze mie¢ posta¢ X = (z,y, z) = (xo0, Yo, 20) + t - ([, m, n),

lub, jezeli [, m, n# 0, moze by¢ wyznaczone przez réwnania kanoniczne (réwnania
kierunkowe):

Lo . Y~Y . 22
P - m T n

b) Przedstawienie parametryczne prostejp w przestrzeni przechodzacej przez dwa dane
punkty M (z1,y1, 21) i Ma(z2, Yo, 22) jest postaci:

T —1 =t (rs — 1)
piyy—yn=t-(g2—w), teR

z—z1=1t(20— 21)

natomiast rownania kanoniczne (kierunkowe) tej prostej sa postaci:

p: rT—x1 __ Y~Y%h __ z—z
*xa—T1 Y2—Y1 z2—z1"

Twierdzenie: o ogélnym uktadzie wspétrzednych kartezjanskich

a) W ogolnym ukiadzie wspoirzednych kartezjanskich w przestrzeni kazda plaszczyzna o
okreslona jest rownaniem postaci:

Az + By+ Cz =0,
gdzie liczby rzeczywiste A, B, C nie zerujg sie jednoczesnie (tzn. A% + B% + C? > 0).

I na odwrot, kazde takie rownanie okresla ptaszczyzne i nazywa si¢ jej rownaniem
ogolnym.

Wektor v = [A, B, C] nazywamy wektorem normalnym ptaszczyzny o
Wektor normalny v jest prostopadty do ptaszczyzny a.

b) Réwnanie plaszczyzny a przechodzacej przez trzy punkty M (x4, y1, 21),
My (9, yo, 22), M3(x3,y3, 23) nie lezace na jednej prostej ma posta¢ parametryczna.



r=x1+u-(rs—x1) +v-(x3— 1)
acy=y1+u-(y2—y)+v-(ys—w), teR
z=z1+u-(20—21)+v- (23— 21)

(u, v s3 parametrami, w tym rownaniu ptaszczyzny)
Twierdzenie: o rownolegtosci ptaszczyzn

a) Na to, aby dwie plaszczyzny a :Aix + Biy+ Ciz+ D1 =0i 3 :
Asx + Boy + C2z + Dy = 0 byly rownolegle potrzeba i wystarcza, aby odpowiednie
wspolczynniki przy z, y, z byly proporcjonalne:

Ay =)\ A
By = \- Bi1, przy czym D2 # X\ - D;
Co=M\-C1

b) Na to, aby dwie ptaszczyzny o :Ajx + Byy+ Ciz+ Dy =0i 3 :
Aoz + Byy + Cyz + Dy = 0 pokrywaly sie potrzeba i wystarcza, aby odpowiednie
wspotczynniki ich rownan ogolnych byly proporcjonalne, tzn.

As =X Ay

By =X-B; :
CQZA.Cl,gdzm)\;éO
Dy =\-D;

czyli Asx + Boy + Coz+ Dy = X\ - (A1x + Byy + Ciz+ Dy), gdzie A # 0 (tozsamos¢ ze
wzgledu na z, vy, 2).

Twierdzenie: o przecinaniu sie ptaszczyzn nieréwnolegtych do siebie

Kazde dwie plaszczyzny nierownolegle do siebie w przestrzeni przecinajg sie wzdtuz
proste;j.

Prosta w przestrzeni moze wiec by¢ przedstawiona przez podanie dowolnych dwoch
roznych plaszczyzn przecinajgcych sie wzdtuz proste;.

Wypisujac rownania ogolne tych plaszczyzn otrzymujemy tzw. rownanie krawedziowe
prostej p w przestrzeni postaci:

-{Alw—l—Bl’y—FClZ—f—Dl =0
b A2£E+B2y+C2Z+D2:0

Twierdzenie: o prostej prostopadtej do ptaszczyzny w kartezjariskim uktadzie wspétrzednych
Niech p bedzie prostg w przestrzeni rownolegta do wektora a = [l,m,n|.

Niech Az + By + Cz + D = 0 bedzie rownaniem ogdlnym plaszczyzny a.



Na to, aby prosta p byla prostopadta do ptaszczyzny a (w kartezjanskim ukladzie
wspolrzednych w przestrzeni) potrzeba i wystarcza, aby:

A=X-1

B=X-m, gdzie A #0
C=\-n
Przyktad 3

Wyznaczymy réwnania rzutu prostej

J2z+y—2+4=0
lz+y=0

na plaszczyzne Oy,
Rozwigzanie
Wyznaczymy najpierw rownanie parametryczne proste;j p.

Z tresci zadania mamy, ze rownanie krawedziowe prostej p jest postaci:

{2m+y—z+4=0

z+y=0

Niech z = t.

Wtedy dostajemy:
{%+y—2+4:0
t+y=0
y=(-1)

Dalej mamy:

20—t—2+4=0
t—z+4=0
z=t+4

Dlatego rownanie parametryczne prostej p jest postaci:

r=1t
p: y:(_t)atER
z=4+t

Plaszczyzna O, jest opisana rownaniem ogélnym y = 0.



Rzutem prostej p na ptaszczyznie O,, jest prosta lezaca w tej ptaszczyznie, tzn.
spetniajgcejwarunek y = 0.

Dlatego rownanie parametryczne tego rzutu jest postaci:

r=t

y=0,teR

z=4+t
Przyktad 4

Napiszemy réwnania prostej p przechodzacej przez punkt M (zo, yo, z0) i prostopadiejdo
plaszczyzny a : Ax + By+ Cz+ D = 0.

Rozwigzanie
Wektorem normalnym plaszczyzny o jest v = [A, B, C]
Niech p bedzie szukang prosta w przestrzeni rownolegla do wektora q = (I, m,n].

Wtedy na mocy twierdzenia o prostej prostopadlej do ptaszczyzny w kartezjanskim
ukiadzie wspolrzednych dostajemy, ze prosta p jest prostopadia do ptaszczyzny a wtedy
i tylko wtedy, gdy

A=X-1
B=X\-m, gdzie A #0
C=A-n

Przyjmijmy A =1

Wtedy:
(I=A
m =B
n=0C

Czylid = ¥ = [4, B,C]

Dlatego rownanie parametryczne prostej p jest postaci

x = xg+ At
ply=yo+ Bt teR
Z:Z()+Ct

Stownik



prosta prostopadta do ptaszczyzny
prosta prostopadta do kazdej prostej zawartej w tej plaszczyznie
twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny

jezeli prosta k jest prostopadta do dwoch przecinajacych sie prostych li n, to prosta k
jest prostopadta do ptaszczyzny a wyznaczonej przez te proste

rzut prostokatny punktu na ptaszczyzne

rzutem prostokatnym punktu P na plaszczyzne nazywamy punkt przeciecia tej
ptaszczyzny z prosta przechodzaca przez punkt P i prostopadig do tej ptaszczyzny



Aplet

Polecenie 1

Aplet pozwala wyznaczyc¢:

e prosta p przechodzaca przez punkt M i prostopadta do ptaszczyzny o

e rzut prostokatny S punktu M na ptaszczyzne o

e punkt symetryczny M’ do punktu M wzgledem ptaszczyzny o

Zmieniaj potozenie punktu M (przez ktéry przechodzi szukana prosta p) oraz punktéw A, B, C
wyznaczajacych ptaszczyzne o (pamietaj, ze punkty A, B, C nie mogg leze¢ na jednej prostej)
i obserwuj, jak zmienia sie:

e potozenie rzutu S

e potozenie punktu symetrycznego M’

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcKUKYZYZ


https://zpe.gov.pl/a/DcKUKYZYZ

Polecenie 2

Rozwiaz test. Mozesz wykorzystaé aplet. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Rzutem punktu M = (1,2, 5) na ptaszczyzne o wyznaczona przez punkty
A=(1,-1,0),B=(2,3,0)iC = (3,6,0) jest:

O §=(3,2,0)

O §=(1,6,0)

O S = (172)0)



Sprawdz sie

o o 0o o o o o

Cwiczenie 1

CD

AE

AB

EF

BF

BC

GH

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Rozwazmy prostopadtoscian ABCDEFGH.

H
I
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1
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I
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7/
7/
B

Wskaz proste prostopadte do ptaszczyzny ADH:




Cwiczenie 2 @)
Prosta k przebija ptaszczyzne o w punkcie X.

Punkt Y nalezy do prostej k, a punkt Y’ jest rzutem prostokatnym punktu Y na ptaszczyzne o

Oblicz dtugosc¢ odcinka XY, jezeli wiadomo, ze | XY’| = 20i |YY’| = 16

Uporzadkuj ponizsze zdania tak, aby otrzymac rozwiazanie tego zadania.

Stad | XY| = v/256 + 400 = v/656. s
Na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy [YY’|> + | XY’|* = | XY |°. =
Zaczniemy jego rozwigzanie od sporzadzenia rysunku i wypisania danych: N
| XY?| =20 oraz |[YY’| = 16. v
Wstawiajac wartosci | XY?| = 201 [Y'Y?| = 16 dostajemy | XY |> = 16 + 207, -
Zauwazmy, ze tréjkat Y'Y’ X jest prostokatny. =
Ostatecznie obliczamy, ze | XY| = 4+/41. $



Cwiczenie 3

Prosta k przebija ptaszczyzne oo w punkcie A.

Punkt B nalezy do prostej k.

Zaktadajac, ze podane sa:

o dtugosc odcinka |AB|

o odlegtos¢ punktu B od ptaszczyzny o

Oblicz dtugos¢ odcinka bedacego rzutem prostokatnym odcinka A B na ptaszczyzne a.

Cwiczenie 4

Rozwazmy trojkat XY Z taki, ze | XY | = a,

YZ|=b,|XZ| =c.

Punkty X i Y naleza do ptaszczyzny «, a punkt Z jest oddalony od ptaszczyzny o o d.

Wyznacz dtugosci bokéw tréjkata, ktory jest rzutem prostokatnym trojkata XY Z na
ptaszczyzne a.

Potacz w pary.

a=3b=4c=5d=2 3v/17,5,8v/2
a=2b=3c=4d=1 V55,7, 64/2
a=2b=2c=2d=1 2v/2, /15, 2
a=5b=12c=13,d=14 V3,2,V/3

a=7b=8c=9d=3 3,421, 2v3



Cwiczenie 5

Prosta k przebija ptaszczyzne a w punkcie A i jest nachylona do tej ptaszczyzny pod katem
¢ =30".

Punkt B nalezy do prostej k oraz |AB| = 18.

Oblicz dtugosci odcinkéw AC' i BC, gdzie C jest rzutem prostokatnym punktu B na
ptaszczyzne o

Wybierz poprawng odpowiedz.

O |AC|=9v2,|BC| =93
O |AC| =9v3,|BC| = 9v2

O |AC| =9, |BC| =9v?2

O |AC| =9V3,|BC| =9



Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono prostopadto$cian ABCDEFGH.
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Okresdl, czy podane zdania sg prawdziwe czy fatszywe. Zaznacz prawda lub fatsz.

Zdanie Prawda Fatsz
Prosta D@ jest prostopadta do ptaszczyzny ABC D O O
Prosta DC jest prostopadta do ptaszczyzny ADHE O O
Cwiczenie 7 @

Rzutem punktu A = (1,2, 3) na pewna ptaszczyzne a jest punkt B = (5,6, 7).
Wyznacz wspotrzedne punktu A’ symetrycznego do punktu A wzgledem ptaszczyzny .
Cwiczenie 8 @

Punktem symetrycznym do punktu A = (1,0, —2) wzgledem pewnej ptaszczyzny « jest punkt
A =(-3,4,6).

Wyznacz wspdtrzedne rzutu prostokatnego B punktu A na ptaszczyzne a.



Cwiczenie 9

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt M (3, —2, 4) i prostopadtej do
ptaszczyznya : 5z + 3y — 7z + 1 = 0.

Cwiczenie 10

Wyznacz rzut punktu M (1,2, —3) na ptaszczyzne o : 6 — y + 3z — 41 = 0.

Cwiczenie 11

Wyznacz punkt symetryczny do punktu M(2, 7, 1) wzgledem ptaszczyzny
oa:x—4y+z2z4+7=0.



Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Plaszczyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o prostej prostopadlej do plaszczyzny

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na plaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;
3) oblicza odleglos¢ dwoch punktéw w ukladzie wspotrzednych,;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» formuluje twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny,
 stosuje twierdzenie o prostej prostopadtej do plaszczyzny w najprostszych sytuacjach
geometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



» metoda tekstu przewodniego;
e liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu w temacie: ,Twierdzenie o prostej
prostopadiej do ptaszczyzny”.

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktoére omawiane sg na forum klasy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z apletem, nauczyciel omawia ewentualne problemy zwigzane
z jego niezrozumieniem. Uczniowie rozwigzujg test.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 1-6 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.

4. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 7-8 z sekcji ,,Sprawdz sie”. Poich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia 9-11 z sekcji ,,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Proste i odcinki prostopadte i rownolegte
» Proste rownolegte, proste prostopadie

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzystac aplet do pracy przed lekcja. Zapoznajg sie z jego trescig

i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten sposob, zeby moc pracowac samodzielnie.
Nauczyciel moze wykorzysta¢ aplet na lekcji, na ktorejbedzie omawiana odlegtos¢ punktu
od ptaszczyzny, rzut prostokatny na ptaszczyzne.
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