Co to znaczy, ze cigg jest rozbiezny?

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Infografika

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W ciggu dotychczasowej nauki dowiedziates sie, co to jest cigg zbiezny, czyli ciag
posiadajgcy granice liczbowq. Na tejlekcji przyjrzymy sie ciggom, ktore nie posiadajg
granicy liczbowej; s3 to ciagi rozbiezne. Szczegolnie interesowac nas bedg ciggi, ktorych
granicg jest +oo lub —oo. Takie ciagi bedziemy nazywali ciggami rozbieznymi do
nieskonczonosci.

Twoje cele

» Poznasz definicje granicy ciggu rozbieznego.
e Poznasz przyklady ciaggdéw rozbieznych do +oo lub —oo.



Przeczytaj

Najpierw przeczytaj w stowniku, co znaczg symbole: Vi .

Przypomnijmy definicje granicy ciggu:
Definicja: ciggu zbieznego
Niech g bedzie liczbg rzeczywista. nl—i>1—ll—loo x, = g wtedy i tylko wtedy, gdy
Ves0 3INeN Vnsn |zn —g| < e.

Definicje mozemy przeczyta¢ nastepujgco:

Granicg ciggu z, jest liczba rzeczywista g wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnejliczby
dodatniej e mozna dobrac taka liczbe naturalng IV, ze dla dowolnejliczby n wiekszejod N
zachodzi nieréwnos¢: |z, — g| < .

Mozna tez powiedzie¢ nastepujaco: w dowolnym otoczeniu liczby g znajdujg sie prawie
wszystkie wyrazy ciagu xp,.

Czy kazdy cigg ma granice?
Ot6z nie. Podamy teraz przykiad ciggu, ktory nie ma granicy.
Przyktad 1

1, gdy 7 to liczb i
Niech dany bedzie cigg: xn, = q gay n to ?CZ a pf:trzys a |
—1, gdy n to liczba nieparzysta

Uzasadnimy, ze zadna liczba rzeczywista nie moze by¢ granicg tego ciggu.

Zauwazmy, ze co drugi wyraz tego ciagu jest rowny 1, a co drugi jest rowny (—1).

Gdyby 0 byto granicg, to zgodnie z definicja np. w przedziale (— %, %), ktory jest

otoczeniem zera, powinny si¢ znajdowac prawie wszystkie wyrazy ciagu (z,,).
Tymczasem zaden wyraz ciggu (z,,) nie nalezy do tego przedziatu. Zatem 0 nie jest

granica ciagu (z,).
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Gdyby dodatnia liczba g byta granicg, to np. w przedziale (%, %) , ktory jest otoczeniem

g, powinny sie znajdowac prawie wszystkie wyrazy ciagu (z,,). Tymczasem

nieskonczenie wiele
Zatem g > 0 nie jest

wyrazow rownych (—1) jest poza tym przedziatem, gdyz 4 > 0.
granicg ciagu ().

Gdyby ujemna liczba g byla granicg, to np. w przedziale (% , %) , ktory jest otoczeniem g,

powinny sie znajdowa¢ prawie wszystkie wyrazy ciggu (z5). Tymczasem nieskonczenie
wiele wyrazow rownych 1 jest poza tym przedziatem, gdyz 4 < 0. Zatem g < 0 nie jest

granicg ciggu (z,).



Stad wynika, ze ciag (z,,) nie posiada granicy liczbowej, czyli nie jest zbiezny. Taki cigg
bedziemy nazywali ciggiem rozbieznym.

W tym materiale zajmiemy si¢ szczegdlnym typem ciggow, ktore nie s zbiezne.

Zajmiemy sie szczegdlnie ciggami, ktorych granica jest +oo lub —oo. Takie ciagi
nazwiemy, odpowiednio, ciaggami rozbieznymi do +oo lub —oo.

Podajmy zatem definicje ciggu rozbieznego do +oo oraz +oo. Bedzie ona w swojej
strukturze podobna do definicji granicy ciggu zbieznego.

Definicja: ciggu rozbieznego do nieskornczonosci

lim z, = 400 wtedyi tylko wtedy, gdy Vaser Ineny Vasn n > M.

n—-+00
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lim z, = —oco wtedy i tylko wtedy, gdy Vyser Ineny Vasn xn < M.

n—-+o0o
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Uwaga!

Mozemy definicje ciggu rozbieznego do +oo wypowiedziec¢ takze w ten sposob: dla
kazdejliczby rzeczywistej M prawie wszystkie wyrazy ciggu sg wieksze od M. Mowiac
jeszcze inaczej: dla kazdej liczby rzeczywistej M prawie wszystkie wyrazy ciggu nalezg do
przedziatu (M, +00).

Analogicznie:



Mozemy definicje ciggu rozbieznego do —oo wypowiedziec¢ takze w ten sposob: dla
kazdejliczby rzeczywistej M prawie wszystkie wyrazy ciggu sq mniejsze od M. Mowigc
jeszcze inaczej: dla kazdej liczby rzeczywistej M prawie wszystkie wyrazy ciggu naleza do
przedziatu (—oo, M).

Przyktad 2
Udowodnimy, ze ciag x,, = n jest ciggiem rozbieznym do +oo.
Dowod

Wybierzmy dowolng liczbe rzeczywista M. Dla jakich wartosci n, zachodzi nierownos¢
x, > M, czyli nierownos¢ n > M?

Jezeli M < 0, to nierownos¢ n > M zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb
naturalnych n, czyli mozemy przyja¢, ze N = 0, gdyz dlan > 0 zachodzi nier6wnos$¢
n > M.

Jezeli M > 0, to nieréwnos$¢ n > M zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb
naturalnych n > M, czyli mozemy przyja¢, ze N = M, gdyzdlan > N = M zachodzi
nierownos¢ n > M.

Zatem dla dowolnej wartosci M dobraliSmy takie IV, ze dla dowolnej dodatniejliczby

naturalnejn > NN zachodzi nierownos¢:z,, = n > M, a to oznacza, ze lir+n x, = +o00.
n——+0oo

Przyktad 3
Udowodnimy, ze cigg z, = —n? jest ciagiem rozbieznym do —oo.
Dowaod

Wybierzmy dowolna liczbe rzeczywista M. Dla jakich wartoSci n, zachodzi nier6wnosc¢
x, < M, czyli nierownoé¢ —n? < M?

Jezeli M > 0, to nieréwnoé¢ —n? < M zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb

naturalnych n, czyli mozemy przyjac, ze N = 0, gdyz dlan > 1 zachodzi nierownos¢
2

—n” < M.

Jezeli M < 0, to nieréwnoé¢ —n? < M zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb
naturalnych n > v/ —M, czyli mozemy przyjac¢, ze N = [\/ -M } (jest czesScia catkowity z
v —M), gdyzdlan > [\/—M} zachodzi nieréwnos¢ —n? < M.

Zatem dla dowolnejwartosci M dobralismy takie IV, ze dla dowolnejliczby n > N

zachodzi nieréwnoé¢: —n? < M, co oznacza, ze lirf T, = —O00.
n——+0o0



Przyktad 4
Udowodnimy, ze cigg x, = n®> — 3n jest ciagiem rozbieznym do +oo.
Dowadd

Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnejliczby naturalnejn > 3 zachodzi nieré6wnos$c:
2
n“ —3n > n.

Jest tak dlatego, gdyz nieréwnos¢ n? — 3n > n jest rownowazna nieréwnosci
n(n —4) > 0, ktora zachodzi dla kazdejliczby naturalnejn wiekszej od 3.

Mamy udowodni¢, ze dla kazdejliczby rzeczywistej M istnieje liczba naturalna [V, ze dla
dowolnejliczby naturalnejn > N zachodzi nierownos¢ z,, > M.

Jezeli M < 0, to nierownoécin®? —3n>n> M zachodzg dla wszystkich dodatnich
liczb naturalnych n > 3, czyli mozemy przyjac, ze N = 3.

Jezeli M > 0, to nieréwnoséci n? — 3n > n > M zachodza dla wszystkich dodatnich
liczb naturalnych n spelniajacych dwa warunki: n > 3in > M, czyli mozemy przyjac, ze
N = max(4, M).

Zatem dla dowolnej wartosci M dobraliSmy takie IV, ze dla dowolnejliczby n > N
zachodzi nieréwno$¢: n? — 3n > M, a to oznacza, ze ciag x, = n® — 3n jest ciagiem
rozbieznym do +oo.

Uwagal!

Ostatni przykiad pokazuje, jak prowadzimy dowod w przypadku bardzie;
skomplikowanych wzorow ciggow.

Taki ciag (z,,) staramy sie oszacowan przez ciag (y,) o prostym wzorze, dla ktérego
latwiej sprawdzi¢, dla jakich wartosci n spetniona jest nieréwnosc¢ y,, > M. Przy czym
pilnujemy, aby nieréwnos¢ z,, > y,, zachodzita dla prawie wszystkich liczb naturalnych

(czyli by zachodzita od pewnego argumentu).

Stownik
prawie wszystkie wyrazy ciggu
wszystkie wyrazy ciggu z wyjatkiem skonczonej liczby wyrazow

kwantyfikator ogolny

symbol ten czytamy: dla kazdego



kwantyfikator szczegétowy

symbol ten czytamy: istnieje



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z infografika. Na podstawie rozumowania w niej przedstawionego
wykonaj polecenie nastepne.

Polecenie 2

Korzystajac z definicji, uzasadnij, ze ciag a,, = %ﬁj—ff jest rozbiezny do —oo.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz przedziat, do ktérego nalezg prawie wszystkie wyrazy ciagu a,, = 3nd — 2n2.




Cwiczenie 2

Wiadomo, ze granicg ciagu a,, jest +00. Do jakiego przedziatu nalezg prawie wszystkie
wyrazy ciagu a,,? Zaznacz poprawna odpowiedz.

(1,99999999999999)

OJ

D (—00,99999999999999)
(] (1007, +00)

OJ

(10101010 , +oo)

D (oo, 222222)

D (—OO,+OO)

D (101010 10101010)

Cwiczenie 3

Uzupetnij definicje granicy ciggu rozbieznego do minus nieskonczonosci. Uzupetnij luki
podanymi wartos$ciami.

______________
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Cwiczenie 4

Dany jest ciag a,, = 9n — n?. Wyznacz taka liczbe naturalna N, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > N, dla ktérej zachodzi a,, < 14. Zaznacz poprawna odpowiedz.

o o O O O



Cwiczenie 5

Dany jest ciag a,, = n? — 14n. Wyznacz taka liczbe naturalng N, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > N, dla ktérej zachodzi a,, > —45. Zaznacz poprawne odpowiedzi.

10

14

45

o o o 0o o o 0O O
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Cwiczenie 6

n’+1
n2+19
naturalnej n > N, dla ktérej zachodzi a,, > 99999? Zaznacz poprawng odpowiedz.

Dany jest ciag a,, = . Czy istnieje taka liczba naturalna N, ze dla kazdej liczby

O NIE

O TAK



Cwiczenie 7 @

Kazdemu ciggowi przyporzadkuj przedziat, do ktérego nalezg prawie wszystkie wyrazy tego
ciagu. Przeciagnij kazdy element do odpowiedniej grupy.

(100, +00)
a, =n?>—2n*+1 ’
_ n*’-3 [
a, — nr3 an — \/ﬁ + 17
_ 1-n?
(—o00, —1000) an = "n37
an, =n*—2n% +1
an = =iy ‘an:\/ﬁ+7’
_ n®+100
(—1000, 1000) 9n = w2510
Cwiczenie 8 @

Kazdy ciag przyporzadkuj do jego granicy. Przeciagnij kazdy element do odpowiedniej grupy.

+00

a,=9—+/n

a, =n® —1000n? |
e an:7n2—n3’

anz—n3—|—3Han=n3—3’

an = /n




Dla nauczyciela

Autor: Karol Nowakowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co to znaczy, Ze ciag jest rozbiezny?

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) oblicza granice ciggow, korzystajac z granic ciggow typu %, {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciggdéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij.
Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje granice ciggu rozbieznego.
» podaje przyktady ciggdéw rozbieznych do +oo lub —oo.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

 liga zadaniowa;
» metoda tekstu przewodniego;



e burza mozgow.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,,Co to znaczy, ze ciag jest rozbiezny?” oraz wspolne
z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Cwiczenia numer 6,71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.



Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z medium w sekciji ,Infografika” i rozwiazuja polecenia z nim
zZwigzane.

Materialy pomocnicze:
Ciagi - wlasnosci ciggoéw arytmetycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Infografika” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtérzeniu
materialu w temacie ,,Co to znaczy, ze cigg jest rozbiezny?”.
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