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Kwadrat jest najbardziej regularnym czworokatem. Stykamy sie z pojeciem kwadratu juz na
wczesnoszkolnym etapie nauczania i ,wszyscy wiedzg”, ze

pole kwadratu jest kwadratem dlugosci boku kwadratu.
Warto jednak spytac, dlaczego tak wiasnie wyznacza si¢ pole kwadratu.

W tym materiale odpowiemy na to pytanie i przedstawimy inne sposoby wyznaczania pola
kwadratu.

Twoje cele

e Zrozumiesz na czym polega problem mierzenia poOl.

e Poznasz zwiazki pola kwadratu z polami innych figur.

» Poznasz uzasadnienie, dlaczego pole kwadratu jest kwadratem jego bokow.
» Poznasz zwigzek pola kwadratu z jego przekatna.

e Bedziesz liczyl pola kwadratu, ktorego wierzchotki sa punktami kratowymi.
» Zastosujesz pole kwadratu w problemach praktycznych i zagadnieniach

matematycznych.



Przeczytaj

Kwadrat jest czworokatem, ktory ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy proste.
Przekatne kwadratu przecinajg si¢ pod katem prostym i dzielg si¢ w potowie. W naszych
rozwazaniach bedziemy stosowali oznaczenia przedstawione na rysunku.

Bok kwadratu ABC'D oznaczony jest symbolem a, ktéry oznacza tez dlugosé tego boku.
Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych, d oznacza przekatna (i jej dtugos¢).
Symbolem P oznaczamy pole kwadratu ABCD.

Na poczatek zajmiemy si¢ problemem mierzenia. Problem mierzenia w starozytnosci byt
bardzo trudnym zadaniem, gdyz nie znano pojecia liczb rzeczywistych, a co za tym idzie
nie stosowano wzoréw takich jak P = a2. Problem zmierzenia pola figury sprowadzano do
porownywania z figurami, ktorych pole byto znane.

Sprobujmy zastosowac sposob myslenia starozytnych do wyznaczenia pola kwadratu.
Przyjmujemy zalozenie, ze pole kwadratu o boku dtugosci rownejjednejjednostce (czyli 1 j)
jest rowne 1 j?, czyli jedna jednostka kwadratowa. Pole to bedziemy nazywali polem
jednostkowym i bedzie to wzorzec, do ktorego bedziemy odnosi¢ pozostate wyliczenia.

Pokazemy, jak wyznacza¢ pole kwadratu w zaleznoSci od tego jaka liczbg jest dtugos¢ boku
kwadratu, poczawszy od liczb naturalnych, potem odwrotnosci liczb naturalnych,
nastepnie liczb wymiernych, by ostatecznie wyprowadzi¢ wzor na pole kwadratu o boku
dlugosci rzeczywiste;j.



Dowody dotyczgce pola figur opieraja si¢ na nastepujacych wlasnosciach pola.
Wiasnos$é: Wiasnosci pola
Niech Pr oznacza pole figury F. Wtedy:

1. figury przystajgce majg rowne pola;

2. jezeli figura F} jest zawarta w figurze F; to Pp, < Pp;

3. jezeli Fy, F5 sa roztaczne, to pole ich sumy jest rowne sumie pol. Prawdziwa jest tez
ogolniejsza wtasnos¢, ze pole sumy figur jest rowne sumie ich pol odjg¢ pole ich

czesci wspolne;.

Pole kwadratu o boku dtugosci n, gdzie n jest liczbg naturalng

Wezmy kwadrat o boku a = n jednostek. Podzielmy dwa sasiednie boki kwadratu nan
rownych odcinkow. Zadanie to mozna wykonac konstrukcyjnie przy pomocy cyrkla i linijki
bez podzialtki. Laczymy punkty podziatu bokoéw odcinkami rownolegtymi do bokow, tak jak
na przyktadowym rysunku dla n = 5.
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Poniewaz odcinki poprowadzono rownolegle do bokow, to czworokaty otrzymane w ten
sposob majg wszystkie katy proste. Poza tym boki zostaty podzielone na n réwnych
odcinkow to kazdy z otrzymanych czworokatow ma wszystkie boki rowne o dtugosci 1 j. To
oznacza, ze kwadrat o boku n zostat podzielony na kwadraty o polu jednostkowym.

Do wyznaczenia pola P wystarczy policzyc¢, ile jest kwadratow jednostkowych.

Zauwazamy, ze w wyniku podziatu jednego z bokow kwadratu na n cze¢sci otrzymujemy n

rzedow, a w wyniku podzialu drugiego boku na n réwnych czesci dostajemy n kwadratow

jednostkowych w kazdym rzedzie. Ostatecznie kwadrat zostal podzielony nan - n = n?



kwadratow jednostkowych, wiec jego pole P jest sumg pol tych kwadratow i w efekcie
P = n? jednostek kwadratowych.

Uwaga!

W dalszej czesci tego materialu bedziemy zakladac, ze jednostka jest ustalona i bedziemy
pomija¢ odniesienie jednostki tam, gdzie to nie prowadzi do nieporozumien.

Przyktad 1
Wyznaczymy pole kwadratu o boku 8.
Rozwigzanie

Dzielimy kwadrat jak na ponizszym rysunku.
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Dostajemy 8 rzedow po 8 kwadratow w kazdym, wiec pole kwadratu o boku 8 jest rowne
64 jednostki kwadratowe.

Zauwazmy, ze wzor na pole zostat juz wyprowadzony, wiec P = 82 = 64.

Pole kwadratu o boku dtugosci %, gdzie n jest liczba naturalng

Chcemy wyznaczy¢ pole kwadratu o boku a = %

Podzielmy kazdy bok kwadratu jednostkowego na n rownych czesci, a nastepnie metoda
opisang wyzejna n? przystajacych kwadratéw o boku a = % Poniewaz pole kwadratu



jednostkowego jest rowne 1, to pole kazdego z tak uzyskanych kwadratow jest rowne
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Ostatecznie wzor na pole kwadratu o boku a = - jest nastepujacy:

Pk = ()

n

Przyktad 2
Wyznaczymy pole kwadratu o boku %

Rozwigzanie

1

1 L 1
n

Po zastosowaniu wzoru pole kwadratu o boku a = - mamy P = 3 = 5.

Gdybysmy chcieli sami wyznaczy¢ pole tego kwadratu bez odwotywania si¢ do wzoru, to
kwadrat jednostkowy nalezy podzieli¢ na 9 przystajgcych kwadratéow metodg opisana
wyzej. Pole kwadratu o boku % jest polem jednego z tych dziewieciu kwadratow, wiec
jest rowne %

Pole kwadratu o boku dtugosci wymiernej

Chcemy wyznaczy¢ pole kwadratu o boku wymiernym, czyli a = 7, gdzie m, n sg liczbami
naturalnymi.

Metodg opisang wyzej konstruujemy kwadrat o boku % Jego pole jest rowne #
Uktadamy kwadraty o boku % w m rzedach, po m kwadratow w kazdym rzedzie.

W ten sposob powstat kwadrat o boku . Sktada si¢ on z m? kwadratéw o polu #

. 2
Ostatecznie P = ’7’1‘—; — (ﬂ) .

Pole kwadratu o boku dtugosci niewymiernej - dla zainteresowanych

Chcemy wyznaczy¢ pole kwadratu o boku a, gdzie a jest liczbg niewymierna.

Kazda liczba niewymierna ma nieskonczone rozwiniecie dziesietne a = co, ci1cacs...
CpC1...Cp,

Jezeli utniemy te liczbe na n-tym miejscu po przecinku to dostaniemy a, = 75

Liczbe a,, nazywamy n-tym reduktem liczby a. Licznik n-tego reduktu cyc;. . . ¢,
oznaczamy symbolem [,,.

Przyktad 3



Wyznaczymy kilka poczatkowych reduktow liczby a = /3.
Rozwigzanie
Rozwiniecie dziesietne tejliczby jest postaci 1, 7320508.

Wtedy

— _ 17 __ 173 __ 173 __ 1732 __ 17320 __ 173205 __ 1732050
ap = 17 ar = 392 = 400 — 102’ as = 103 ? ay — 107 , A5 = 105 » A6 — 108 "

lo=11,=17,1o = 173,13 = 1732, 1, = 17320, [5; = 173205, g = 1732050,...
Wiasnosc¢: Ograniczenie liczby a przez jej redukt

Jesli liczba @ ma nieskonczone rozwiniecie dziesietne, to dla dowolnejliczby naturalnejn

. . ’ ’ s 1
zachodzi nieréwnoéé a, < a < 2l =q, + <.

Wré6¢my teraz do problemu wyznaczenia pola kwadratu o boku a.

1
107

D ¢
- mmmmmm—————— L - -9
L
Ap = T — 1
107 i
Al :

B

Dla dowolnego n pole P kwadratu ABCD jest wigksze od pola kwadratu o boku a,, oraz jest
mniejsze od pola kwadratu o boku a,, + #

Boki tych kwadratow sg liczbami wymiernymi.

W ten sposob pole P wyznaczone jest w przyblizeniu. Dokladnos¢ tego przyblizenia jest
roznica miedzy polami kwadratéw ograniczajgcych kwadrat ABCD.

Na rysunku widac, ze roznica ta, to suma pol dwoch czerwonych (przystajacych)
prostokatow o bokach ay, i # oraz kwadratu o boku #.



RozZowy prostokat sktada si¢ z [, kwadratow o boku ﬁ, wiec pole rozowego prostokata jest
In
102n .

rowne

21,
102n

1 2a,, 1

+ 102n - 10" + 102n .

Stad doktadnosc¢ przyblizenia wynosi r, =
Stad w przyblizeniu pole P jest rowne P ~ a2 + r,,.

Teraz zauwazmy, ze przy n dgzgcym do nieskonczonosci a? zbiega do a? a r,, zbiega do
zera.

Zatem w granicy dostajemy P = a?.
Twierdzenie: o polu kwadratu

Pole kwadratu o boku a jest rowne P = a?.

Wykorzystanie podobienstwa kwadratéw do wyznaczenia pola
kwadratu o boku a

Innym sposobem wyznaczenia wzoru na pole kwadratu jest zastosowanie podobienstwa
kwadratow. Poniewaz wszystkie kwadraty sg do siebie podobne, to kwadrat o boku a jest
podobny do kwadratu jednostkowego w skali £ = a. Z wilasnosci pola figur podobnych
wynika, ze jego pole P jest rowne P = k? - 1 = a?.

Przyktad 4

Kwadrat K jest podobny do kwadratu jednostkowego w skali k = % a kwadrat L jest
podobny do kwadratu K w skali [ = 6. Wyznaczymy bok i pole kwadratu K i kwadratu L.

Rozwigzanie

Z podobienstwa wynika, ze bok kwadratu K jest rowny a = % a pole kwadratu K jest

9

, 2 _ 9
rowne k“ - 1 = 16 -

Podobnie, bok kwadratu L jest réwny [ - a = % =

9
2
. . . , 9 81
kwadratu dostajemy, ze pole kwadratu L jest rowne (3) =5

Sprawdzimy teraz, czy nie popetniliSmy btedu w wyliczeniach wyznaczajac pole
kwadratu L w inny sposob - wykorzystujac skale podobienstwa.

Pole kwadratu Ljestréowne I* - P = 6% - 15 = 35 = .

Dwa sposoby wyliczenia pola doprowadzity do tego samego wyniku.

Wzory skroconego mnozenia



Udowodnimy wzory na kwadrat sumy i roznicy wykorzystujac pole kwadratu.
Twierdzenie: Wzory skréconego mnozenia

1. (a +b)* = a® + 2ab + b?

2. (a —b)? = a® — 2ab + b?
Dowéd

1. Popatrzmy na rysunek, na ktorym przedstawiono kwadrat o boku a + b.

Prowadzimy linie rownolegle do bokow tego kwadratu, tak, zeby odcig¢ kwadrat o boku

A.

Wtedy pole kwadratu P o boku a + b jest rowne sumie pol nastepujacych czworokatow:
niebieski kwadrat o boku a, zielony kwadrat o boku b i dwa rézowe prostokaty o bokach a
ib.

Stad P = (a + b)® = a® + 2ab + b%.

2. Do dowodu wzoru na kwadrat roznicy zaktadamy, ze a > b i wykonujemy rysunek
analogiczny do poprzedniego. Duzy kwadrat ma bok a, niebieski kwadrat ma bok a — b,
a zielony ma bok b. Bierzemy jeszcze pod uwage dwa prostokaty o bokach a i b.




a—>b b

Aby dosta¢ pole P kwadratu o boku a — b odejmujemy od pola kwadratu o boku a pola
dwoch prostokatow o bokach a i b, ale te prostokaty maja czes¢ wspolng - kwadrat
o boku b, ktorego pole musimy dodac.

Stad P = (a — b)® = a2 — 2ab + b2,

Pole kwadratu, ktérego wierzchotki maja catkowite
wspotrzedne

Jesli podane sg wspotrzedne dwoch sasiednich wierzchotkéw kwadratu A = (a,, ay),

B = (b, b,) to dlugoé¢ boku AB jest rowna a = \/(ax —b,)* + (ay — by)2.

Jesli podane sg wspotrzedne dwoch przeciwleglych wierzchotkéw kwadratu A = (ag, ay),

C = (cz, ¢y), to dtugosc¢ przekatnej AC jest rowna c = \/(am — )’ + (ay — ¢,)%.
Pole kwadratu, ktérego dwa wierzchotki majg wspotrzedne (a,, ay) i (b;, by) jest réwne:
1. P = (a, — b,)* + (a, — b,)* jesli wierzchotki te s3 wierzchotkami sasiednimi;

2 P = (am_bm)Q;(ay_by)2

jesli wierzchotki te sg wierzchotkami przeciwlegtymi.
Przyktad 5

Dane s3 3 wierzchotki kwadratu K = (4, 6), L = (—1,5), M = (0,0). Wyznaczymy jego
pole.




Rozwigzanie

Wystarczy wybra¢ pare wierzchotkow, ktore sg sgsiednie lub pare wierzchotkow, ktore
sa przeciwlegle i zastosowac¢ powyzsze twierdzenie.

W tym celu wyznaczamy dtugosci odcinkow KL i LM. Jesli dtugosci sa rowne, to K, L
sq wierzchotkami sgsiednimi. Jesli dtugosci nie sa rowne, to wierzchotki krotszego sa
sgsiednie.

\KL| = \/(4 — (1)) +(6-5)>=+25+1=1/26

|ILM| = \/(—1—0)2+(5—0)2 =1+ 25 =+/26
2
Stad pole kwadratu jest rowne (\/ 26) = 26.

Twierdzenie: o polu kwadratu, ktorego dwa sasiednie wierzchotki majg wspétrzedne
catkowite

Jesli wspotrzedne A = (ay,ay), B = (b,, b,) dwoch sgsiednich wierzchotkow kwadratu
sq liczbami catkowitymi, to pole kwadratu jest tez liczba catkowitg. Wlasnosc¢ ta nie
zachodzi dla wierzchotkow przeciwlegtych.

Dowad

P = (az — b.)* + (ay — by)” jesli wierzcholki te sg wierzchotkami sgsiednimi.
Korzystajgc z faktu, ze suma i roznica oraz kwadrat liczb catkowitych sg liczbami
catkowitymi dostajemy, ze P jest liczba catkowita.

Przyktad 6

Pokazemy przyktad dwoch przeciwleglych wierzchotkow kwadratu, ktore majg
wspolrzedne catkowite, ale pole kwadratu nie jest liczbg catkowita.

Rozwigzanie

(2—5)+(4—4)

Wezmy punkty A = (2,4) i C = (5, 4), ktore sg przeciwlegtymi wierzchotkami
2
kwadratu. Wtedy P = ———— = %

Punktami kratowymi nazywamy punkty o wspoirzednych catkowitych.

Prawdziwe jest twierdzenie Picka, ktére mowi o polu wielokgta, ktorego wierzchotkami sg

punkty kratowe.

Twierdzenie: Picka


javascript:void(0);

Pole wielokata, ktorego wierzchotkami sg punkty kratowe jest rowne P = w + g -1,
gdzie w jest liczbg punktéw kratowych nalezacych do wnetrza wielokata a d jest liczba
punktow kratowych nalezgcych do brzegu wielokata.

Przyktad 7

Obliczymy pole kwadratu K przedstawionego na rysunku, stosujac twierdzenie Picka
oraz wyznaczajac pole kwadratu z uzyciem twierdzenia Pitagorasa potwierdzimy wynik.

Rozwigzanie

Wewnatrz kwadratu jest 13 punktow kratowych, a na brzegu jest 12 punktow kratowych.
Stad P =13+ £ —1=18,

Policzymy teraz dtugos¢ boku kwadratu K patrzac na punkty kratowe. Dla dowolnego
boku kwadratu budujemy kwadrat, dla ktorego ten bok jest przekatng. Ten nowy kwadrat
ma bok dtugosci 3, wiec jego przekatna ma dtugoé¢ 3+/2.

\ 2
Stad pole kwadratu P = (3\/ 2) = 18. Obydwie metody doprowadzity do tego samego

wyniku.

Wykorzystanie przekatnej do wyznaczania pola kwadratu

Dlugosc¢ d przekatnejkwadratu o boku a mozna wyznaczy¢ z twierdzenia Pitagorasa
w nastepujacy sposob:



Stad tez mozna wyznaczy¢ dtugos¢ boku z dtugosci przekatneja =

Twierdzenie: o polu kwadratu z wykorzystaniem przekatnej

Pole kwadratu o przekatnejd jest rowne P = %2.
Dowad
2
—g2 = () = &
P=a'=(%) =4
Przyktad 8

Na rysunku przekatna kwadratu I JF'G ma dtugos¢ 8.

=



Wyznaczymy pola i dlugosci bokow wszystkich kwadratéw na rysunku.

Rozwigzanie

PIJFG:%2=32,|IJ‘:%ZST\/§:4\/§

2
42
Bok kwadratu IJF'G jest przekatng kwadratu CFHG, wiec Pcrag = ( 5 ) = 16,
|HF| = 42 — 4
V2

PACEF:A%:&‘FE‘:%:ZLT\&:z\/ﬁ

2\/52
Puncp = ( 2) =4,|AB| = 22 =2

Zauwazmy, ze pole kolejnego kwadratu jest potowa pola kwadratu poprzedniego. Stad
mozna wyznaczy¢ skale podobienstwa kolejnego kwadratu do kwadratu poprzedniego

_ 11
E=y/i= L.
Przyktad 9

Wyznaczymy pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu r.



Rozwigzanie

Srednica okregu jest przekatng kwadratu, bo w okregu kat oparty na $rednicy jest katem
prostym. Stad $rednica kwadratu ma dtugos¢ d = 2r.Istad P = %2 = 477"2 = 2r2,

Przyktad 10

Wyznaczymy pole kwadratu opisanego na okregu o promieniu r.

D

Rozwigzanie

Promien okregu poprowadzony do punktu stycznosci z kwadratem jest prostopadty do
bokéw kwadratu. Stad mamy, ze kat KON jest prosty i odcinki KO i ON sg rowne. Stad
AKON jest kwadratem.



To samo zachodzi dla pozostatych wierzchotkéw kwadratu ABC D, wigc $rednica
okregu ma dhugo$¢ rowng dhugosci boku kwadratu. Stad d = 2r i pole P = (2r)® = 472

Stownik
punkty kratowe

punkty o wspotrzednych catkowitych



Symulacja interaktywna

Polecenie 1
1. Na ekranie wida¢ kwadrat, ktérego wierzchotki s liczbami catkowitymi oraz jego pole.

2. Mozesz przesuwac zaznaczone punkty tworzac inne kwadraty, ktérych wierzchotki sg
liczbami catkowitymi.

3. Wyznacz pole kwadratu z twierdzenia Picka oraz wyznaczajac dtugosci bokéw kwadratu.
Sprawdz czy twoje wyliczenia sg zgodne z wartoscia pola wyswietlang przy kwadracie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D1D2R7q4B


https://zpe.gov.pl/a/D1D2R7q4B

Polecenie 2

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Jezeli sgsiednie wierzchotki kwadratu ABC'D maja
wspotrzedne A = (2,1), B = (6,4), to:

jego pole jest rowne

16,

25,

26,

13,

o O O O

Polecenie 3

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Jezeli sgsiednie wierzchotki kwadratu ABC'D maja
wspotrzedne A = (—1,1), B = (5, 3), to:

jego pole jest rowne

32,

40,

16,

o O O O

36,



Polecenie 4

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Jezeli sgsiednie wierzchotki kwadratu ABC'D maja
wspétrzedne A = (—4, —6), B = (8,0), to:

jego pole jest rowne

225,

1362,

180,

o O O O

144,



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Pole kwadratu wynosi 116 a jego wierzchotek ma wspétrzedne (—2, 4). Wybierz punkty,
ktére moga by¢ wierzchotkami tego kwadratu.

D (_372)'
() (12,10).
) (8,0).

L) (4,6).

Cwiczenie 2 @)
Pole kwadratu wynosi 116 a jego wierzchotek ma wspétrzedne (—2, 4). Wybierz punkty,
ktére mogg by¢ przeciwlegte do danego wierzchotka.

) (14,2)

(] (12,10)




Cwiczenie 3

Uzupetnij luki w zdaniach. Przeciagnij wtasciwe liczby we wskazane pola.

Sasiednie wierzchotki kwadratu ABC' D maja wspotrzedne A = (0,1), B = (4, 3). Wtedy

(20 (25 [8][27][13]

Cwiczenie 4
Ocen prawdziwos¢ zdan, zaznaczajac przy kazdym stwierdzeniu prawde lub fatsz.

Zdanie Prawda Fatsz

Kwadrat o boku %

mozemy pokry¢ 28 O O
kwadratami o boku %

Kwadrat o boku %
mozemy pokry¢ 8281 O O
kwadratami o boku %.

Jezeli kwadrat K1 ma pole

20, to kwadrat K5 o polu

180 ma bok 3 razy dtuzszy
od boku kwadratu K.

Przekatna kwadratu o boku O
81 ma dtugosc¢ 9.

Pole kwadratu opisanego
na okregu jest 2 razy
wieksze od pola kwadratu O
wpisanego w ten okrag.



Cwiczenie 5

Na obszarze w ksztatcie kwadratu o powierzchni 1 ha organizowany jest koncert. Przyjmuje
sie, ze na dany obszar mozna wpuscic tyle ludzi, ze na kazdego przypada 1 m? wolnej
powierzchni. Jaki przychéd z koncertu bedg mieli organizatorzy, jesli zostang sprzedane
wszystkie bilety, ktorych cena wynosi 65 z1?

Jak zmieni sie rozwiazanie zadania, gdy w dobie epidemii koronawirusa nalezy zachowac
dystans spoteczny miedzy osobami prowadzacy do tego, ze na jedng osobe przypada 3 metry
kwadratowe? Jaka powinna by¢ cena biletu (w petnych ztotéwkach), zeby uzyskaé co najmniej
taki sam przychod?

Cwiczenie 6

Wyznacz pole o$miokata foremnego wiedzac, ze pole kwadratu IJ K L na rysunku jest rowne
25 centymetrow kwadratowych.

Cwiczenie 7 @

Kwadrat A’B’C’ D’ jest obrazem kwadratu ABC' D w jednoktadnosci w pewnej skali
i 0 Srodku w $rodku kwadratu ABC'D. Jeden z nich ma pole dwa razy mniejsze od drugiego.
Wyznacz odlegtos$é miedzy punktami A i A, jesli bok kwadratu ABC' D ma dtugosc¢ 20.



Cwiczenie 8

Punkt O jest punktem wewnetrznym kwadratu ABCD.

Uzasadnij, ze Psgo + Ppco = Paop + Proc-



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole kwadratu

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregow, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

9) wykorzystuje zalezno$ci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych,;
12) przeprowadza dowody geometryczne.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto stosuje wtasnosci czworokatow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres rozszerzony. Uczen:
3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje i rozpoznaje kwadraty;
e wyprowadza wzor na pole kwadratu w sposob elementarny;
 zna zalezno$¢ miedzy bokiem, przekatng i polem kwadratu;



» zna zalezno$¢ miedzy bokiem kwadratu i promieniami okregu opisanego i wpisanego;

 znajduje pole kwadratu przy podanych wspotrzednych dwoch wierzchotkow;

» znajduje pole kwadratu, ktorego sgsiednie wierzchotki maja catkowite wspotrzedne;

» wykorzystuje skale podobienstwa do wyznaczania pol kwadratow;

» wykorzystuje wlasnosci pola kwadratu w rozwigzywaniu zadan i w problemach
praktycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm;
e kognitywizm.

Metody i techniki nauczania:

e pogadanka;
 interaktywna aplikacja;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach;
e praca catejklasy.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przeprowadza pogadanke na temat mierzenia. Nawigzuje do antycznych
sposobOw mierzenia pola.

2. Uczniowie przypominajg jak oblicza si¢ pole kwadratu metodami elementarnymi.

3. Nauczyciel przedstawia temat lekcji, uczniowie okreslajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel inicjuje dyskusje na temat przyblizana pola kwadratu o boku niewymiernym
polami kwadratow o bokach wymiernych. (Przy realizacji trudniejszej wersji lekcji
nauczyciel omawia rozwiniecie dziesietne liczby niewymiernej oraz granic).



2. Nauczyciel przedstawia zwigzek miedzy dtugoscia boku, przekatnej, pola kwadratu,
promienia okregu wpisanego w kwadrat i promienia okregu opisanego na kwadracie.
Uczniowie rozwiazujq Przyktad 9.

3. Nauczyciel przypomina wyprowadzenie wzoroéw skroconego mnozenia w sposob
elementarny z wykorzystaniem pol kwadratow.

4. Uczniowie obliczajg pola kwadratow gdy znana jest skala podobienstwa - Przykiad 4.

5. Uczniowie w parach analizujg Przyklad 5 analizujgc metode obliczania pola kwadratu
w uktadzie wspotrzednych.

6. Uczniowie poznajg twierdzenia Picka, analizujg przyktad 7, nastepnie w parach
sprawdzaja w symulacji interaktywnejjak w oblicza¢ pola kwadratoéw o catkowitych
wspotrzednych wierzchotkow.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie sprawdzajg nabyte umiejetnosci i wiedz¢ wykonujac ¢wiczenia 6-8 w sekcji
»Sprawdz sie”.

2. Uczen rozwigzuje zadania trudniejsze wykorzystujgce wiedze przedstawiong na lekcii
w szerszym kontekscie, rowniez w zastosowaniach praktycznych.

Praca domowa:

» Narysujkwadrat, opisz na nim okrag, na tym okregu opisz kwadrat. Powtorz to 3 razy.
Wyznacz stosunek pola kwadratu wyjsciowego do kwadratu uzyskanego w trzecim
kroku. Jaki bedzie stosunek pola kwadratu wyjsciowego do kwadratu uzyskanego
w n-ty kroku?

» Uczniowie wykonujg ¢wiczenia 1-5 w sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:
Pole prostokata i kwadratu
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ symulacje interaktywng na lekcji o wielokgtach
w oktadzie wspolrzednych.

e Analiza obliczania pola kwadratu w uktadzie wspotrzednych na podstawie symulacii
oraz wykonanie polecen z nig zwiazanych moze by¢ pracg domowa.
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