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trojkata
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Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W tym materiale omowimy wiadomosci dotyczace obliczania pola trojkata,

z wykorzystaniem twierdzenia sinusow. Przekonamy sie, ze w wielu przypadkach
zastosowanie tego twierdzenia pozwala na tatwe wyznaczenie szukanych wielkosci.
Bedziemy rowniez rozwigzywac ¢wiczenia interaktywne, bazujac na czesci teoretycznej
materiatu i podanych przyktadach.

Twoje cele

» Zastosujesz zalezno$S¢ pomiedzy promieniem okregu opisanego na trojkacie, a polem
tego trojkata.

» Dobierzesz odpowiedni wzor na pole trojkata, w zaleznosci od tresci zadania.

e Obliczysz pola trojkatow z wykorzystaniem twierdzenia sinusow.

o Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwiazywania problemoéw matematycznych.




Przeczytaj

Jezeli mamy dany trojkat, z oznaczeniami dtugosci bokow i miar katow, jak na ponizszym
rysunku, to jego pole mozemy wyznaczy¢ za pomocg roznych wzorow.

C

A ¢ B

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

a, b, c - dlugosci bokow, lezacych odpowiednio naprzeciwko wierzchotkéw A, B, C,
2p = a + b+ ¢ - obwdd troéjkata,

a, B, «v - miary katow przy wierzchotkach A, B, C,

ha, hy, hc —wysokosci opuszczone z wierzchotkow A, B, C

R, r - promienie okregow opisanego i wpisanego.

Zatem:

P=1.a-h=%3 b-hy=% ¢ he

po| =

— 1 in~v — L ing8 = L :
P=5-a-b-siny=5-a-c-sinff=5-b-c-sina

P=/p-(p—a)-(p—b) (p—0c)

P=r-p

Przypomnijmy sformutowanie twierdzenia sinusow.

Twierdzenie: Twierdzenie sinuséw (twierdzenie Snelliusa)
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W dowolnym trojkgcie na plaszczyznie stosunki dtugosci bokow do sinusow
przeciwleglych katow sg rowne i rownajg sie Srednicy okregu opisanego na tym
trojkacie:

Jak zastosowac twierdzenie sinusow do obliczania pola
trojkata?

e Jezeli wiadomo, ze =<

= 2R, to pole trojkata mozemy wyrazi¢ za pomocg wzoru:

siny
— Lab. si — Llap. ¢ — abc
P = Zab-siny= 5ab- 35 = 4%
o Jezeli skorzystamy z zaleznoéci ——— = Siz 7= Sifw , to pole trojkata mozna wyrazic za
pomoca wzoru:
_ 1.2 sinfBsiny 132 . sinassiny 1 2 . sina-sin 3
P = 2@ sin _ 2b sin =3¢ siny
o Jezeli skorzystamy z zalezno$ci 21— = sig 7= Shiy = 2R, to pole trojkata mozemy

opisa¢ za pomoca wzoru:

P =2R?-sino-sinf-sinvy
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Pole trojkata z rysunku obliczamy takze za pomocg wzorow:

P & tga-tg 8

2 tga+tg S

2

P=4<. (sm2ﬂ—|— ! thO;%)
Przyktad 1

Obliczymy dtugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie, w ktorym pole jest rowne
24, ailoczyn sinusoOw katow wewnetrzynych tego trojkgta wynosi %

Rozwigzanie:

Niech a, 8, v bedg miarami katow wewnetrznych w trojkacie.
Z warunkow z zadania mamy, ze:

P =24,

3

sina-sinB-siny = %

Do wyznaczenia dtugosci promienia okregu opisanego wykorzystamy wzor
P =2R?.sina-sin - sin~y.

Wobec tego:
24 = 2R*. 3
2 _ _ V96 _ 4v6 _
R*=F czli R= 12 = f_4\/2
Przyktad 2

Obliczymy pole trojkata, gdy dane sg wielkoscic = 8, a =45, 8 =30".




Rozwiazanie:

tga-tg B
tga+tg B *

. 7’ . yd 2
Do wyznaczenia warto$ci pola wykorzystamy wzor P = < -

Zatem

82 tg45°-tg30°

— 2 " tg45 +tg30°

pogp i g E gy VB gy OV
ST T A T s Y (3143) (3 vE)

—32. 338 _39. Y31 _16,/3_16

Przyktad 3

Obliczymy miare kata lezgcego naprzeciwko najkrotszego boku tréjkata, w ktoérym boki
majg dtugoscia = 8,b = 10, c = 12.

Rozwigzanie:

Do wyznaczenia miary szukanego kata obliczymy najpierw dlugo$¢ promienia okregu

. ,s . . £ _ ab
opisanego na trojkgcie. W tym celu uzyjemy wzoru na pole trojkata P = 7.

Pole trojkata obliczymy, korzystajac ze wzoru Herona.

8+10+12 __ 15

Zatemp = 5

Wobec tego pole trojkata wynosi:

P:\/15-(15—8)-(15—10)-(15—12):\/15-7-5-3:15\/7

Zatem do wyznaczenia dtugosci promienia okregu opisanego rozwigzujemy rownanie:
1517 = £012

Diugos¢ promienia okregu opisanego na tym trojkacie wynosi:

16v/7
R= ==

Do wyznaczenia miary kata lezgcego naprzeciwko najkrotszego boku uzyjemy
twierdzenia sinusow.

Wobec tego:

8 _ o, 16v7
sina 7

ina = L = Y7
sina = 7= =



Jezeli wykorzystujemy tablice wartosci funkcji trygonometrycznych, to a ~ 42°.

Przyktad 4

Obliczymy pole trojkata, w ktorym najdtuzszy bok ma dtugos¢ 12, a dwa katy tego trojkata
majg miary 60° 145°.

Rozwigzanie:

Narysujmy trojkat i wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.

60° 45°

Z warunkow zadania wynika, ze « = 180" — (60° +45°) = 75°, zatem a = 12.

2, sinfsiny

Do wyznaczenia pola trojkata uzyjemy wzoru P = %a o

W celu wyznaczenia wielko$ci sin 75° uzyjemy wzoru na sinus sumy katow.
Zatem
sin75° = sin(30° 4+ 45°) =sin30° - cos45° 4 sin45° - cos 30" =
_1.V2 V2 M3 N2 VB V246

> T2z T T 1

= = . X2 7 =

Wobec tego pole trojkata wynosi:

1 in 60°-sin 45°
P=.12°. S 2me
V3 V2
_ 1. . _mo . V6 me . V3
P=jolad mp =12 oo

P =108 — 363
Przyktad 5

Kat przy podstawie trapezu ma miare 30°, dluzsza podstawa jest rowna 124/3,a ramie
trapezu ma dlugos¢ 6. Obliczymy dtugo$¢ promienia okregu opisanego na tym trapezie.



Rozwiazanie:
Wiadomo, ze okrag mozna opisac na trapezie rOwnoramiennym.

Narysujmy okrag opisany na trapezie i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.

D C

Zauwazmy, ze dlugo$¢ promienia okregu opisanego na trapezie ABC'D jest taka sama,
jak dlugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie ABD.

Z trojkata o katach 90°,60°, 30° mamy h = 3 oraz |AE| = 3+/3.
Zatem |EB| = 12v/3 — 3v/3 = 9+/3.

Z twierdzenia Pitagorasa mamy:

(9v§)24—h2::d2

@¢j +32 =

243 4+ 9 = d? czylid = V252 = 6v/7

Niech R bedzie dlugoScig promienia okregu opisanego na tym trapezie.
Pole trojkata ABD obliczamy za pomocg wzorow:

P=1.|AB||ED)|

_ |4BlAD||BD|
P = 4R

Zatem do wyznaczenia wartosci R rozwiazujemy rownanie:



_ 124/36.6V7
31233 = 2T

Wobec tego R = 6+/7.

Stownik

pole trojkata

miara przyporzadkowujaca trojkagtowi pewna liczbe, ktora charakteryzuje jej rozmiar
twierdzenie sinuséw

w dowolnym tréjkacie stosunek dtugosci dowolnego boku do sinusa kata lezacego
naprzeciw tego boku jest staly i rowny dtugosci srednicy okregu opisanego na tym
trojkacie




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem dotyczacym obliczania pola tréjkata z wykorzystaniem
twierdzenia sinuséw, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14nQxel6

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego zastosowania twierdzenia sinusow do
obliczania pola trojkata.

Polecenie 2

Oblicz pole trojkata przedstawionego na rysunku.



https://zpe.gov.pl/a/D14nQxel6

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jezeli R jest dtugoscia promienia okregu opisanego na
tréjkacie o polu P, w ktérym katy wewnetrzne majg miary a, 3, 7, to:

O R— \/Qsina.slifﬂ.siny

P
O R=2\/masmsay

_ P
O R = \/ 2 sin a-sin f-siny




Cwiczenie 2

Na podstawie rysunku zaznacz zdania, ktére sg prawdziwe.

20

Pole tréjkata z rysunku jest rowne 100v/3 — 100.

Dtugos¢ promienia okregu opisanego na tym trojkacie wynosi 10\/5 —10V2.

O 0o 0O

Dtugos$¢ promienia okregu opisanego na tym tréjkacie wynosi 40.

(] Pole tréjkata z rysunku jest réwne 70/2.

Cwiczenie 3
Wstaw w tekst odpowiednie liczby lub tekst.

Dany jest tréjkat o boku ¢ = 4 oraz katacha = 30°, 8 = 45°.

‘ 2\/6 — 2\/5 ’ ‘ promienia okregu opisanego na tym trojkacie ’

‘ Srednicy okregu opisanego na tym tréjkacie ’ ‘ 446 — 4v/2 ’ ‘ 43 — 4 ’

Cwiczenie 4



Cwiczenie 5

Wykaz, ze jezeli R jest dtugoscia promienia okregu opisanego na tréjkacie o bokach a, b, ¢

1 3 abc
2 sina-sinf-sin~y

i katach a, B, 7, to dtugos$¢ promienia wyraza sie wzorem R =

Cwiczenie 6

Oblicz pole trojkata, w ktérym najkrotszy bok ma dtugoséé 6, a dwa katy tego trojkata maja
miary 30° i 45°.

Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze jesli boki trojkata majg dtugosci a, b, ¢, a katy odpowiednio a, 3, 7, to pole tréjkata

mozemy obliczy¢ za pomoca wzoru P = %2 . ssti?ai%ﬂ daa # B8#90°.

Cwiczenie 8 @

Oblicz pole tréjkata, w ktérym promien okregu na nim opisanego ma dtugosé¢ R = 18 oraz
dane sg miary dwéch katéw wewnetrznych tego tréjkataa = 45° i 8 = 15",



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie twierdzenia sinusé6w do obliczania pola tréjkata

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Tresci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

5) stosuje twierdzenia sinusow i cosinuséw oraz wzor na pole trojkata P = % ca-b-sin~.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje zalezno$¢ pomiedzy promieniem okregu opisanego na trojkacie, a polem tego
trojkata;

» dobiera odpowiedni wzor na pole trojkata, w zaleznoS$ci od tresci zadania;

 oblicza pola trojkatow z wykorzystaniem twierdzenia sinusow;

» wykorzystuje zdobytg wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» metoda stolikow eksperckich;
o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,Zastosowanie twierdzenia sinusow do obliczania pola
trojkata” oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemo6w - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,,Film samouczek” Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwiazujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda krokodyla.
Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,,ozywia si¢”
tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/tem sie jak...”.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Zastosowanie twierdzenia sinuséw do obliczania pola
trojkata”).

Materialy pomocnicze:
» Pole trojkata
Wskazowki metodyczne:

o Film samouczek” mozna wykorzystac jako zadanie domowe lub w realizacji tematu
»Praktyczne zastosowanie zwigzkow miedzy funkcjami trygonometrycznymi”.
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