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Wielokaty - rodzaje

Zrédto: Gerd Altmann z Pixabay, domena publiczna.

Czym s3 figury unikursalne?

Figury, ktére mozna nakresli¢ jednym pociggnigciem otéwka, nie prowadzac go nigdy po
linii juz nakres$lonej, nazywaja si¢ unikursalnymi lub jednobieznymi. Jesli rzedem punktu
nazwiemy liczbe linii, ktore wychodza z tego punktu, to okazuje si¢, ze figura jest
unikursalna, gdy co najwyzej dwa punkty sg rzedu nieparzystego.

batwo zauwazy¢, ze ,klasyczna” zagadka zwigzana z narysowaniem jednym pociggnieciem
otowka koperty, takiejjak na ponizszym rysunku, ma rozwigzanie, poniewaz ma doktadnie
dwa punkty rzedu 3, oba przy dolnej podstawie, a wszystkie pozostate sa rzedu parzystego.
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Korzystajgc z podanego kryterium widzimy, ze nie jest figurg unikursalng zbudowana
z odcinkow krzywa przedstawiona na ponizszym rysunku.

Badanie takich figur i w szczegdlnoSci wyznaczenie kryterium rozwigzalnosci takich
problemow jest przedmiotem zainteresowania teorii grafow, podwaliny pod ktorg potozyt
Leonard Euler, rozwigzujgc stynne zadanie o mostach krolewieckich: Krolewiec, ktory

w XVII wieku stolicg Prus Ksigzecych, lezat nad rzekg Pregota, a jego dzielnice, w tym
lezace na srodrzecznych wyspach, 1aczyto siedem mostow, jak na rysunku.




Czy mozna przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty, nie przechodzac po zadnym z nich
wiecejnizraz jeden?

Jak zobaczymy, zagadnienie figur jednobieznych ma wiele wspolnego z pojeciem tamane;j.
Twoje cele

» Poznasz pojecie tamanej oraz ich rodzaje.

» Usystematyzujesz wiadomo$ci na temat wielokgtow.

» Poznasz czym jest zagadnienie izoperymetryczne i bedziesz badat zalezno$ci miedzy
polem i obwodem wybranych wielokgtow.

» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Pojecie tamanej i jej rodzaje
Definicja: tamana

Famang nazywamy figure geometryczng, ktorg mozna przedstawic jako sume skonczone;j
liczby odcinkow, w taki sposob, ze:

e dowolne dwa odcinki mogg mie¢ co najwyzej wspolny koniec (co najwyzejjeden
punkt wspdlny),

» odcinki mozna tak uporzadkowac (ponumerowac), aby koniec jednego odcinka
(oprocz ewentualnie ostatniego) byt poczatkiem nastepnego.

Wtedy odcinki tworzgce tamang nazywamy bokami tej tamanej, a konce tych odcinkow
nazywamy wierzchotkami famane;.
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Zauwazmy, ze gdyby pierwszg z figur potraktowac jako sume¢ mnogosciowa tylko trzech
odcinkow, to ta figura nie spetnialaby warunkow opisanych w definicji tamanej. Musimy

wiec dostrzec podzial dwoch sposrod tych odcinkow i mowi¢ o lamanej sktadajacej sie
z pieciu bokow.

przyktady tamanej

Zauwazmy, ze nie kazdg figure zbudowang ze skonczonejliczby odcinkéw nazwiemy
tamang. W szczegolnosci, jesli jakies dwa kolejne odcinki w naszej figurze bedg




wspotliniowe i bedg miaty wigcejniz jeden punkt wspolny, to taka figura nie bedzie
tamang. Na rysunku ponizej odcinki o numerach 5 i 6 majg wiecejniz jeden punkt
wspolny.

6 5)

Przyktad figury, ktdra jest skonczona suma uporzadkowanych odcinkéw, ale nie jest famang

Zauwazmy, ze kazdg tamang, w szczegolnosci ze wzgledu na wymog uporzadkowania
odcinkow, da sie narysowac ,bez odrywania” otoéwka od kartki, czyli tamana jest figura
unikursalng. Tym samym, te figury, ktére sa zbudowane ze skonczonejliczby odcinkow,
ale ktorych nie da si¢ narysowac ,bez odrywania” otowka od kartki, nie beda famana.

przyktady figur, ktére sg skonczona suma odcinkdw, ale nie sg tamang
Definicja: tamana zwyczajna

Famana, ktorej dwa kolejne odcinki nie leza na jednej prostej oraz zaden punkt tej
tamanej nie nalezy do wiecejniz dwoch odcinkow, nazywa si¢ tamang zwyczajna.

Definicja: tamana zamknieta

Famana zwyczajna jest zamknieta, jesli koniec ostatniego odcinka pokrywa sie
z poczatkiem pierwszego odcinka. W przeciwnym razie tamang nazywa si¢ otwartg.
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tamana zwyczajna zamknieta

tamana zwyczajna otwarta
Definicja: tamana wiazana

Famang nazywamy wigzana, jesli istnieje takie uporzadkowanie (taki podzial na sume
odcinkow), przy ktorym ta famana ma punkt nalezacy do wiecejniz dwoch odcinkow.

przyktady tamanych wigzanych



Drugi z powyzszych wielokatow jest przykladem wielokata gwiazdzistego - jest to jeden
sposrod dwoch siedmiokatow gwiazdzistych.

Definicja: wielokat

Wielokatem (inaczej wielobokiem, n-katem, n-bokiem) nazywamy ptaska figure
geometryczng ograniczong tamang zwyczajng zamknietg o n bokach, gdzie n > 3, wraz
z tg famang.

Definicja: wielokat wypukty
Wielokatem, ktory jest figurg wypukla nazywamy wielokatem wypuktym.
Twierdzenie: o wielokacie wypuktym

Wielokat jest wypukty wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z ponizszych
warunkow:

e kazde dwa punkty wielokata mozna potgczy¢ odcinkiem zawartym w tym wielokacie;
» wszystkie katy wewnetrzne wielokata sg wypukle;

» wielokat zawiera wszystkie swoje przekatne.

Zagadnienie izoperymetryczne

Dla kazdego wielokata mozemy obliczy¢ jego obwod, ktory jest suma dtugosci bokow
tamanej, ktora jest brzegiem danego wielokgta. Podobnie mozemy oblicza¢ pole kazdego
wielokata, np. sprowadzajac to zagadnienie do obliczenia sumy pol roztagcznych trojkatow,
na ktore mozna podzieli¢ kazdy wielokat (tzw. triangulacja). Rozwazmy dwunastokat
foremny o obwodzie rownym 1, taki jak na rysunku, ktérego triangulacja (podziat na
roztgczne trojkaty) zostala wyznaczona przez promienie okregu opisanego na tym
wielokgcie.
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Zauwazmy, ze tg 15" = 12 Wtedy h = tg@u i pole dwunastokata jest rowne

% V3
p=12(3 4 -h) =12(3 & ) = waw = 48.(21_@) = 457 ~0,07775L.

Przechodzac do zagadnien izoperymetrycznych, zacznijmy od tego, ze termin
mizoperymetria” ma swoj zrodtostow w przedrostku ,izos” - rowny, taki sam oraz
»perimetros” - obwod. Klasyczne zagadnienie izoperymetryczne, przywotane m.in. przez
Zenodora na przetomie Il i Il wieku p.n.e. glosi, ze wsrod wielokatow o ustalonym
obwodzie i o jednakowejliczbie bokow wielokat foremny ma najwi¢ksze pole. Z kolei
podstawowe twierdzenie izoperymetryczne glosi, ze wsrod wszystkich krzywych na
plaszczyznie o ustalonym obwodzie, figure o najwiekszym polu ogranicza okrag. Jako
ciekawostke warto wspomnie¢, ze ten aspekt przywolany zostat przez Adama Mickiewicza
w [V ksiedze ,Panu Tadeusza”, gdy wspomina o fortelu zastosowanym przez Dydone - ta
miata obiecane, ze dostanie tyle ziemi, ile obejmie skora wotu. Pocieta wiec skore na waskie
paski i utworzyla z nich okrag, a na terenie w ten sposéb wydzielonym miata powsta¢ Byrsa

- najstarsza dzielnica Kartaginy.

Okazuje sie, ze dla dowolnych figur o polu P i obwodzie L prawdziwa jest nierownosc

42'213 <1, ailoraz Q = 42'213 zwany jest ilorazem izoperymetrycznym.

7N 71'7’2
Zbadajmy iloraz izoperymetryczny dla kota. Mamy: 4}2'2P = 4(27(W)2) = 1. Okazuje sie, ze jest

to jedyna figura, dla ktorej ten iloraz jest jedynkg. Twierdzenie Zenodora mozna
sformutowac wykorzystujac zdefiniowany wyzej iloraz.

Twierdzenie: o ilorazie izoperymetrycznym
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Sposrod wszystkich wielokagtow o danym obwodzie najwiekszy iloraz izoperymetryczny
ma wielokat foremny.

Przywotane wyzejtwierdzenia przyjmiemy bez dowodu. Przyjrzymy sie jednak
zagadnieniom, ktore z tymi zaleznoSciami sg zwigzane.

Twierdzenie: problem odwrotny izoperymetrii dla tréjkata

Ze wszystkich trojkatow o ustalonej podstawie i rownych polach trojkat rownoramienny
ma najmniejszy obwod.

Dowdéd
Rozwazmy dowolny trojkat ABC' o roznych bokach. Poprowadzmy prosta réwnolegla do

podstawy A B, przechodzaca przez punkt C. Niech D bedzie punktem wspolnym tej
prosteji symetralnej odcinka AB, jak na rysunku.

B/

Wtedy trojkat ABD jest rownoramienny i pola trojkatow ABC' i ABD sg réwne. Niech
B’ bedzie obrazem punktu B w symetrii wzgledem prostej C'D.

Wtedy |BC| = |CB’|,|BD| = |DB’| oraz punkty A, D, B’ s3 wspotliniowe i

|AD| = |DB’|. Rozwazmy obwd trojkata ABC: |AB| 4 |BC| + |AC|. Mamy wowczas
|AB| + |BC| + |AC| = |AB| + |CB’| + | AC|. Z nieréwnosci trojkata wynika, ze

|AC| + |CB’| > |APB’|,ale |AB’| = |AD| + |DB’|. Zatem:

|AB| + |BC| + |AC| > |AB| + |BD| + |AD|. Ale ostatnia suma opisuje obwod trojkata
rownoramiennego ABD. Stad teza.

Stownik



figura unikursalna

figura, ktorg mozna nakresli¢ jednym pociggnieciem otéwka (bez jego odrywania od
kartki), nie prowadzac go nigdy po linii juz nakreslonej
iloraz izoperymetryczny

47-P
1.2

ilorazem izoperymetrycznym figury plaskiejo polu P i obwodzie L nazywamy liczbe
wielokat foremny gwiazdzisty

n-katem foremnym gwiazdzistym nazywamy lamang zamknietg o n wierzchotkach,
utworzonag z tych przekatnych n-kata foremnego, ktore majg rowng dtugos¢

wielokat foremny

wielokagtem foremnym nazywamy taki wielokat, ktorego wszystkie boki maja takg samg
dtugosc¢ i katy wewnetrzne sg przystajgce (maja rowne miary)



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng i nastepnie wykonaj polecenia ponizej.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D5fswvn8P

Polecenie 2

Rozwazmy wszystkie trojkaty prostokatne o przeciwprostokatnej dtugosci 12. Wyznacz
obwadd tego z tréjkatow, ktéry ma najwieksze pole.

Polecenie 3

Rozwazmy wszystkie trojkaty prostokatne o polu réwnym 18. Wyznacz dtugosci bokéw tego
z tréjkatow, ktéry ma najmniejszy obwaod.
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Polecenie 4

Korzystajac z nierdwnosci o $rednich wykaz, ze sposrdd trojkatow prostokatnych o polu
rownym P najmniejszy obwod ma tréjkat rownoramienny i obwaod ten jest rowny

2v/2P + 2+/P.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® () @

Cwiczenie 1
Wsréd ponizszych figur wskaz te, ktora nie jest tamana.




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono tamang sktadajaca sie z 9 odcinkéw. Zaproponuj ich
uporzadkowane zgodne z ruchem wskazéwek zegara, oznaczajac wybrane odcinki kolejnymi
numerami od 1 do 9.

-----------------



Cwiczenie 3

O

Wykaz, ze przedstawiona na rysunku figura jest tamana, wprowadzajac numeracje kolejnych
odcinkéw.

Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5
Wskaz wartosé ilorazu izopometrycznego do tréjkata prostokatnego o danych bokach.
boki tréjkata prostokatnego
3,4,5 = O 2w ()
2 4
5,12, 13 Z 0O 5 O
7 3
8,15, 17 = O w O
Cwiczenie 6 O

Wykaz, ze iloraz izoporymetryczny figur podobnych jest sobie réwny.



Cwiczenie 7 @

Uporzadkuj, w kolejnosci rosnacej, wielokaty foremne, wzgledem ich ilorazu
izoporymetrycznego.

dziesieciokat foremny =
szesnastokat foremny =
dwunastokat foremny =
czternastokat foremny =
Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze sposrod trapezow o danych podstawach i danej wysokosSci najmniejszy obwdd ma
trapez rownoramienny.



Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat zaje¢: Wielokaty - rodzaje.

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa

VIIIL Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

3. rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wilasnosci;

4. korzysta z wlasnosci katow i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

9. wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych,;

12. przeprowadza dowody geometryczne;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:

Uczen:

rozpoznaje i poprawnie nazywa tamane

rozpoznaje figury bedace sumg odcinkow, ktore nie sg famanag

oblicza iloraz izoperymetryczny wielokgtow i poréwnuje obliczone ilorazy

przeprowadza dowody geometryczne z zastosowaniem nieréwnosci trojkata
Strategie i metody nauczania:

» konstruktywizm.
o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy zajeé:



e pracaindywidualna;
» gra dydaktyczna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji:
Faza wprowadzajaca

1. Nauczyciel szkicuje na rysunku klasyczne problemy figur jednobieznych, np. ,otwartg
koperte”, czy graf ,mostow krélewieckich” i prosi uczniéw o odpowiedZ na pytanie,
ktora z nich mozna narysowac jednym pociggnieciem otdéwka. Wprowadza pojecie
figur jednobieznych.

2. Nauczyciel podaje kryterium wykonalnosci krzywych unikursalnych i prosi
o rozstrzygniecie dotyczgce wykonalnosci odpowiednich rysunkow.

3. Nauczyciel przywotuje zagadnienie mostow krolewieckich i posta¢ Eulera oraz
informuje o teorii grafow, jako dziedzinie matematyki.

4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna

1. Nauczyciel podaje definicje tamaneji prosi uczniow o narysowanie przyktadowych
tamanych. Jesli uczniowie nie narysuja wszystkich typow tfamanej, to nauczyciel
uzupelnia o odpowiedni rysunek.

2. Nauczyciel prosi uczniow o podanie przyktadu figury, sktadajace;jsie z odcinkow, ktora
nie jest lamang, w sensie definicji (wskazane jest, by jednym z przyktadow byt graf, ktory
nie ma cyklu Eulera - nie da si¢ go narysowac ,bez odrywania otéwka od kartki”).

3. Nauczyciel wprowadza definicje tamanych réznych typow i za kazdym razem prosi
uczniow o podanie przyktadu.

4. Nauczyciel wprowadza definicje wielokgta. W szczegolno$ci wskazuje na roznice
miedzy wielokatem i jego brzegiem. Odwotujac si¢ do wiedzy ze szkoty podstawowe;j
i wspominajac pojecie triangulacji, nauczyciel méwi o obwodzie i polu powierzchni
wielokata. Prosi uczniow o policzenie pola dwunastokata foremnego. Omawia
rownowaznos¢ warunkow wypuklosci wielokata.

5. Nauczyciel wprowadza pojecie ilorazu izoperymetrycznego i omawia zagadnienie
izoperymetryczne. Wskazuje, ze w matematyce istotne jest rowniez zagadnienie
odwrotne.

6. Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢ ze schematem interaktywnym
poswieconym klasycznemu zagadnieniu Zenodora, w ujeciu Steinera.



7. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca

Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
» Wielokaty, ich wlasnosci i rodzaje
Wskazowki metodyczne opisujace rozne zastosowania multimedium:

Materiat zawarty w prezentacji mozna zastosowac jako powtorzenie przed sprawdzianem.
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