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W biezacym materiale przekonamy si¢ jak duzo ciekawych wtasnosci geometrycznych
mozna wywnioskowac¢ analizujac czworokat, ktory ma przynajmniejjedng pare bokow
rownolegtych.

Przedstawimy i udowodnimy warunek rownowazny, zwigzany z zagadnieniem pola, ktory
opisuje trapez. Przeanalizujemy wazne zagadnienie nierownosci miedzy Srednimi,
wyznaczajac dlugosci odpowiednich odcinkow réwnolegltych do podstaw trapezu.

Materiat ten opierat si¢ bedzie glbwnie na wiadomosciach szkoty podstawowej, co nie
znaczy, ze przedstawione przyklady i ¢wiczenia bedg tatwe.

Twoje cele

e Poznasz warunek rownowazny charakteryzujacy trapez.
o Wykorzystasz trapez do pokazania nierownos$ci miedzy Srednimi.
» Zastosujesz wilasnosci trapezu do rozwigzywania zadan geometrycznych.




Przeczytaj

Definicja: trapez

Czworokat (wypukty) majacy przynajmniejjedng pare bokow rownolegtych.
Pare bokow rownoleglych nazywa sie podstawami, pozostate boki noszg nazwe ramion,
odleglo$¢ miedzy podstawami nazywa si¢ wysokoscig trapezu.

D b C

A & B

Przypadki szczegolne:

e trapez réwnoramienny: trapez o ramionach réwnejdtugosci;
 trapez prostokatny: trapez, ktorego przynajmniej dwa katy wewnetrzne sa proste.

Teraz przytoczymy kilka wlasnoSci trapezu.

Reguta: suma miar katéw wewnetrznych lezagcych przy tym samym ramieniu dowolnego
trapezu jest rowna 180°

Z powyzszej wlasnosci wynika, ze dwusieczne katéw wewnetrznych przy tym samym
ramieniu sg prostopadte.

Juz wiesz

Pole trapezu to iloczyn potowy sumy dtugosci podstaw oraz jego wysokosci, zatem

P=1(a+Db)-h

Zalozmy, ze przekatne AC i BD czworokata ABCD przecinaja si¢ w punkcie P.
Udowodnimy, ze mozna scharakteryzowac trapez, dostrzegajgc rownos¢ pewnych pol
powstatych trojkatow.



Przyktad 1

Niech P oznacza punkt przeciecia przekatnych. Pokazemy, ze czworokat ABCD jest
trapezem wtedy i tylko wtedy, gdy trojkaty ADP i BC' P maja réwne pola.

Rozwigzanie
Przeanalizujmy ponizsze zdania:

o« ABCD jest trapezem o podstawach ABi CD;

 odlegtosci punktow C'i D od prostej AB sg rowne;
 polatréojkatow ABC i ABD s3 réwne;

o sumy pol trojkgtow ABP i ADP oraz ABP i BC'P sg réowne;
 pola trojkatow ADP i BCP s3 réwne.

Rownowaznos¢ powyzszych zdan potwierdza przytoczong wczesniej wiasnosc.

Przy okazji powyzszego podziatu na trojkaty warto zauwazyc¢ inng charakterystyke
trapezu

 trojkaty ABP i CDP sa podobne. Wynika to wprost z twierdzenia Talesa.

Bardzo ciekawy wniosek otrzymamy po przeanalizowaniu dtugosci pewnych odcinkow
rownolegtych do podstaw trapezu.

Na poczatek scharakteryzujmy, o jakie odcinki chodzi.
Przyjmijmy, ze mamy dane dtugo$ci podstaw trapezu |AB| = a, |CD| =b.

Przyktad 2

Niech M bedzie srodkiem ramienia AD, N - $rodkiem ramienia BC.



A @ B

Wyznaczymy dtugos$¢ odcinka M N.

Rozwigzanie

A a B

Przyjmijmy, ze punkt E to Srodek przekatnej AC. Wtedy, korzystajac z wlasnosci linii
srodkowejw trojkacie, |[EN| = & oraz |ME| = 2.

Odcinki |[EN|i|ME| sa réownolegte do podstaw, wiec punkty M, E, N sg wspoOtliniowe.
Mozemy zatem obliczy¢ szukang dtugos¢ odcinka
MN| = §+ 4 = 22,

Przyktad 3

Wyznaczymy dlugos¢ odcinka EF', ktory jest rownolegly do podstaw oraz dzieli trapez
na dwa trapezy podobne.
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Rozwigzanie

A = B

Poniewaz trapezy ABFE i EFCD s3a podobne, to zachodzi zalezno$c:

|AB|  |EF]

TEFT — 1CD

|EF|> = |AB|-|CD|.

Szukana dtugos¢ odcinka jest wiec rowna
|EF| = Vab.

Przyktad 4

Zastanowmy sie, jakg dlugo$¢ ma odcinek G H, ktéry jest rownolegly do podstaw
i przechodzi przez punkt przeciecia przekatnych trapezu (rysunek).

D b C




Rozwigzanie

A @ B
Niech P bedzie punktem przecig¢cia przekatnych trapezu.

Na poczatku pokazemy, ze odcinki GP i PH maja rowng dtugo$c.

Poniewaz tréojkaty ABD i GPD sg podobne (cecha kat-kat-kat), to stosunki
odpowiednich bokéw sa rowne stosunkom odpowiednich wysokosci

|IGP|
[AB] — hi+hy "

Analogicznie, z podobienstwa trojkatow ABC' i PHC (cecha kat-kat-kat)

|PH| — M
4B = Taths -

Poniewaz prawe strony powyzszych proporcji sa rowne, otrzymujemy

cP| _ |pH|
AB[ = TAB|
\GP| = |PH]|.

Teraz przejdzmy do wyznaczenia dtugos$ci odcinka GH.

Z powyzszej obserwacji wiemy, ze wystarczy obliczy¢ dlugos¢ G P. Zapiszemy jeszcze raz
proporcje

GP| _
[AB] — hithy’
wiec

|GP| = hl+h2 - |AB| = h1+h2 - a.



Zauwazmy, ze na podstawie podobienstwa trojkagtow ABP i CDP (cecha kat-kat-kat),
mozemy wyznaczyC proporcije

b

a_hz'

Ostatecznie otrzymujemy

h %L b b

— 1 _ 2 _ @ _ Qa,

‘GP‘ " hiths a = M kg a= Liq a = a+b*
Ty | g a

Przyktad 5

Na koniec obliczymy dlugos¢ odcinka ST rownoleglego do podstaw trapezu, ktory dzieli
ten trapez na dwa trapezy o rownych polach.

Rozwigzanie

A g B

Przyjmijmy |ST| = x oraz wysoko$¢ trapezu ABCD - h.

Pola trapezow ABT'S i STCD sg rowne, wiec ich warto$¢ to potowa pola trapezu
ABCD

Paprs = y(a+z)-h1 = 5 - 42h,
analogicznie

Psrop = S(z +b) - hy = & . & p

Z powyzszych rownan wyznaczamy h; oraz ha:

a+b
hl = —2((a+m)) h,



__ (a+b)
h2 — 2(b+x) h.

Wiemy ponadto, ze h1 + ha = h.

Zatem otrzymujemy roOwnanie

(a+b)
2(a+x)

(a+d)

ktore po podzieleniu obustronnym przez h ma postac

(a+d)

(a+b)
2(a+z) + =1L

2(b+x)

OtrzymalisSmy juz rOwnanie z jedng niewiadoma .

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
(a+b)b+z)+(a+b)(a+z)=2a+z)(b+x)

ab + ax + b* + bx + a* + ax + ab + bx = 2ab + 2ax + 2bx + 2z2

a? + b? = 222

Zatem dlugos¢ odcinka ST jest rowna x = 4/ #

Dtugosci szukanych odcinkow w trapezie okazaty sie by¢ rowne odpowiednim Srednim
podstaw. Podsumujmy wi¢c powyzsze przyklady.

a+b 2 4 p2
a-+ IST]= a= 1

|IEF|= Vab |IMN|= - ¥

2 2
2ab S\/(],_bg a+b a +b
a+b 2 2



Powyzszy wniosek (nierowno$¢) nazywamy nierownoscia miedzy sSrednimi lub
nierownoscig Cauchy’ego miedzy $rednimi.

Stownik

linia Srodkowa w tréjkacie

odcinek 1gczacy srodki pewnych dwoch bokow trojkata; odcinek, ktory tgczy srodki
dwoch bokow trojkata jest rownolegly do trzeciego boku, a jego dtugosc jest
rowna potowie tego boku.

nieréwnos¢ miedzy Srednimi

czasem nierownosci Cauchy'ego miedzy Srednimi; nierownosci porzadkujace w ciag
nierosngcy cztery Srednie tj. Srednig kwadratowg, arytmetyczng, geometryczna
i harmoniczng wyznaczone dla tego samego uktadu liczb dodatnich

_n
[T
alJr +

\/a%—i—ag—i-'-‘-l-a% ~ aitast-ta,
=

Py Py = \"/al-a2-...-an =

ich nazwa pochodzi od nazwiska Augustina Louisa Cauchy'ego, francuskiego
matematyka
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Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie prezentacjg multimedialna, a nastepnie wykonaj Polecenie 2.

Polecenie 2

Jedno z ramion trapezu ma dtugo$¢ 3 a kat przy tym ramieniu ma miare 150°. Dwusieczna kata
dzieli trapez na dwie figury o takim samym polu. Oblicz dtugosci podstaw trapezu jesli ich
stosunek to 3 : 5.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D. Przekatne tego trapezu przecinaja sie
w punkcie P.

Zaznacz prawdziwe zdania.

() [AB|-[PD| = |BC|-|PB|

() [AP[-|PD| = |BP|-|PC]|

() [AP[-|PC| = |BP]|-|PD|

D |AP| _ |BP|
PC| — |PD|
D |AP|  |BP|
PD| — |PC|




Cwiczenie 2 @)

Podstawy trapezu maja dtugosci |AB| = a i |[BC| = b, (a > b). Suma miar katow
wewnetrznych przy dtuzszej podstawie wynosi 90°. Oblicz dtugo$¢ odcinka taczacego Srodki
podstaw trapezu.




Cwiczenie 3

Dany jest trapez, ktérego podstawy majg dtugosci 2 i 3, a przekatne dtugosci 3 i 4.

D 2 C

A 3 B

Pole trapezu jest rowne:

O 6

O 7

O 8

O 5

Cwiczenie 4

W trapezie prostokatnym A BC' D podstawy maja dtugosci |AB| = a i |CD| = b(gdziea > b
), a wysokosc¢ h. Oblicz odlegtos¢ punktu przeciecia przekatnych trapezu od dtuzszej
podstawy.



Cwiczenie 5

Przekatne trapezu ABC'D przecinaja sie w punkcie P. Pole trapezu ABC D jest rowne 32

oraz % = 3. Potacz w pary trojkat z jego polem:

Papp 6
Ppcp 18
Pcpp 8
Papp 2

Papc 24



Cwiczenie 6

W trapezie ABC'D punkty M i N to odpowiednio $rodki podstaw AB, C'D. Punkt P jest
punktem przeciecia przekatnych, a punkt S punktem przeciecia przedtuzen ramion BC'i AD.
Uzupetnij dowéd, ze punkty M, P, N, S leza na jednaj proste;j.

............................

______________

............................

______________

Otrzymujemy ostatecznie, ze zaréwno punkt P jak i punkt S sg wspodtliniowe z punktami M i

N, co nalezato udowodnié.

Uwaga! Powyzsze wspodtliniowosci mozna rowniez udowodni¢ odwotujac sie do wtasnosci

‘ jest rownolegta ’ ‘ ABC ’ ‘ AB ’ ‘ M ’ ‘ M ’ ‘ N ’ ‘ ABP ’ ‘ S ’ ‘ jednoktadnosci ’

\CDHizometrnHDCPHPHSMHCDPHDCS]

Cwiczenie 7 @
Czworokat ABCD jest trapezem o podstawach AB i CD. Wykaz, ze

|AC|* + |BD|” = |AD|” + |BC|* + 2|AB| - |DCl|.

Cwiczenie 8 O

W trapezie ABCD przekatne AC' i BD przecinaja sie w punkcie P. Niech pole tréjkata ABP
bedzie rowne Pj, natomiast pole trojkata CD P bedzie rowne P,. Wyznacz pole trapezu
ABCD.



Dla nauczyciela

Autor: Pawet Dziuba

Przedmiot: Matematyka

Temat: Trapez i jego wlasnoSci

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) korzysta z wtasnosci katoéw i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

o formuluje warunek rownowazny charakteryzujacy trapez,
» wykorzystuje trapez do pokazania nieréwnosci Srednich,
 stosuje wlasnosci trapezu do rozwigzywania zadan geometrycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
e konektywizm

Metody pracy:

e pogadanka,
e sztafeta zadaniowa.



Formy pracy:

praca w parach;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

Nauczyciel wraz z uczniami w formie pogadanki przypomina definicj¢ trapezu oraz
poznane w szkole podstawowejwzory na obliczanie pola i obwodu trapezu.
Nauczyciel formutuje temat i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

Nauczyciel prezentuje przykiady z sekcji Przeczytaj, ttumaczy na co zwraca¢ uwage
w zadaniach dotyczacych wilasnosci trapezu oraz pokazuje sposoby na wyznaczanie
dlugosci odcinkow zwracajac uwage na wykorzystanie ilustracii.

Nauczyciel przedstawia twierdzenie o dwusiecznych katow w trapezie. Uczniowie
wykonujg polecenie 2.

Nauczyciel dzieli uczniow na 6-8 grup 4 osobowych. Kazda z grup wykonuje ¢wiczenie
1z Sekcji Sprawdz sie.

Grupy prezentuja nauczycielowi wykonane zadanie i jesli zadanie jest wykonane
prawidtowo, wykonujg kolejne - jest to tzw. Sztafeta zadaniowa.

Metodg Swiatel grupy sygnalizujg nauczycielowi poziom zrozumienia danego zadania.
Nauczyciel wspiera grupy, ktore maja problem z rozwigzaniem zadania.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel wraz z uczniami dokonuja podsumowania sztafety. Wylaniajg zwyciezce.
Nauczyciel udziela kazdejz grup informacje zwrotng, zwracajgc szczegolng uwage na
mocne strony i wskazujac nad czym nalezy jeszcze popracowac.

Praca domowa:

Dokonczy¢ ¢wiczenia z sekcji Sprawdz sie.

Materialy pomocnicze:



» Trapezijego rodzaje
Wskazowki metodyczne:

Analiza prezentacji multimedialneji wykonanie polecen z nig zwigzanych moze by¢ pracg
domowg3.
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