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Obliczanie dtugosci bokow i miar katow w tréjkacie
z wykorzystaniem twierdzenia cosinusow

Zrédto: Markus Spiske, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Ten materiat w catoSci poswiecony jest sposobom obliczania dtugosci bokow oraz miar
katow w trojkgtach. Podstawowym narzedziem, jakie bedziemy wykorzystywac, bedzie
twierdzenie cosinusow, choc¢ niekiedy wykorzystywa¢ bedziemy rowniez inne twierdzenia
geometrii albo znane fakty z trygonometrii.

Twoje cele

e Obliczysz dlugos¢ boku trojkata, gdy dane sg dlugosci dwoch jego bokow oraz jeden
z jego katow lub stwierdzisz, ze taki trojkat nie istnieje.

e Rozstrzygniesz, kiedy, przy danych dwoch odcinkach i kacie wypuktym istnieje
trojkat o takich bokach oraz takim kacie.

» Zastosujesz twierdzenie cosinusOw do obliczania miary kata trojkata.

e Zastosujesz twierdzenie cosinusow do rozwigzywania probleméw geometrycznych.



Przeczytaj

Na poczatku przedstawimy 2 modele obliczania dtugosci trzeciego boku trojkata przy
danych dwoch bokach oraz jednym kacie tego trojkata.
Rozwiazywanie trojkatow (model 1)
Obliczanie dtugosci trzeciego boku trojkata, gdy dane sa:
o dlugosci dwoch bokow tego trojkata oraz

 kat miedzy tymi bokami.

A € B

Z twierdzenia cosinusow dla boku a i kata a otrzymujemy:
a? =b* + 2 — 2bccosa

Stad:

a = Vb?+ c — 2bccos a

W tym przypadku otrzymujemy jedng warto$¢ a.

Rozwiazywanie trojkatow (model 2)
Obliczanie dtugosci trzeciego boku trojkata, gdy dane sa:
o dlugosci dwoch bokow tego trojkata oraz

» kat miedzy jednym z tych bokow i bokiem szukanym.



Krok 1.
Z twierdzenia cosinusow dla boku b i kata # mamy:

b? = a? + ¢ — 2accos S.
Stad otrzymujemy réwnanie kwadratowe:

a® — (2ccos B)a+ (¢* — b?*) =0,

Krok 2.
Obliczamy wyr6znik tego rownania.

A = (—2ccosB)* — 4(c* — b%)

Krok 3.

Analizujemy rozwigzania tego rOwnania.
Gdy rownanie:
1. nie ma rozwigzan rzeczywistych (A < 0), to szukany trojkat nie istnieje;

2. ma rozwigzania rzeczywiste aq, as, ale zadne z nich nie jest dodatnie (A > 0;
a; +ay = 2ccos B < 0;ay - ay = 2 — b? > 0), to szukany trojkat nie istnieje;

3. ma dwa rozwigzania rzeczywiste aq, as, z ktorych tylko jedno jest dodatnie (A > 0;
a; +ay = 2ccos B> 0;a; - a; = ¢ — b? < 0), to istnieje tylko jeden taki trojkat

i szukany bok trojkata ma wtedy dugosé a = ccos 8 + /b2 — ¢ sin’

4. ma doktadnie jedno rozwigzanie i jest nim liczba dodatnia (A = 0; ap = ccos 5 > 0), to
istnieje tylko jeden taki tréjkat i szukany bok trojkgta ma wtedy dlugos$¢ a = c cos f;



5. ma dwa rozwigzania rzeczywiste aq, as i kazde z nich jest dodatnie (A > 0;
ay +ay = 2ccos B> 0;a; - ay = ¢ — b? > 0), to istniejg dwa takie trojkaty, a szukany
bok trojkgta ma wtedy diugosé a = ccos 8+ /b2 — ¢2 sin? B lub
a=ccosfB— /b2 — c2sin? 8.

Przyktad 1
Obliczymy dlugo$¢ boku a trojkata, w ktérym dane sg: b = 4, ¢ = 5oraza = 45°".

Rozwigzanie

Skorzystamy z modelu 1: @ = v/b? + ¢ — 2bc cos a.

Stad:

a=v42+52—-2-4-5-cos4h°

a=1/16+25—40. 2

a = V41 — 20v/2 ~ 3,57.

Przyktad 2

Obliczymy dtugos¢ boku a tréjkata, w ktérym dane sg: b = 5, ¢ = 8 oraz = 60°.
Rozwigzanie

Skorzystamy z modelu 2. Z twierdzenia cosinuséw dla boku b i kata 8 mamy:

b?> = a® + ¢ — 2accos B

Stad otrzymujemy rownanie kwadratowe:

a?—2-a-8-cos60° + 82 —52=0

a’?—-8a+39=0

Obliczamy wyréznik otrzymanego rownania kwadratowego:
A=64—-4-1-39<0

Zatem taki trojkat nie istnieje.

Przyktad 3

Obliczymy dlugos¢ boku a tréjkata, w ktérym dane sg: b = 10, ¢ = 21 oraz cos B = %

Rozwigzanie



Skorzystamy z modelu 2. Z twierdzenia cosinuséw dla boku b i kata 8 mamy:
b? = a’ + ¢ — 2accos 8

Stad otrzymujemy rownanie kwadratowe:
a>—2-a-21-42 4+ 217 -10* =0

17a* — 630a + 5797 = 0

Obliczamy wyréznik otrzymanego rownania kwadratowego:

A = 396900 — 4 -17- 5797 = 396900 — 394196 = 2704

630—52
34

630+52
34

a1 = lub az =
Odpowiedz:
a=17luba = 20-.
Przyktad 4

Obliczymy dlugo$¢ boku a trojkata, w ktérym dane sa: b = 4, ¢ = 7 oraz v = 120°.
Rozwigzanie

Skorzystamy z modelu 2. Z twierdzenia cosinusow dla boku c i kata v mamy:

c? = a® + b> — 2abcos vy

Stad otrzymujemy rownanie kwadratowe:

a?—2-a-4-c0s120° +4%> -7 =0

a’>+4a—33=0

Obliczamy wyréznik otrzymanego rownania kwadratowego:
A=16—-4-1-(—33) =148

a; = _AL_TW <0lubay = _4+TW
Odpowiedz

a=+/37—2~ 4,08,

Przyktad 5



Dwa boki trojkgta majg dtugosci 4 i 6, a kat miedzy tymi bokami ma miare 15°. Obliczymy
dtugosc trzeciego boku.

Rozwigzanie

Skorzystamy z modelu 1. Z twierdzenia cosinusow otrzymujemy
a®>=4>+62—-2-4-6-cos15° = 52 — 48 - cos 15°, gdzie a oznacza dtugoé¢ trzeciego
boku trojkata. Zatem a = /52 — 48 - cos 15°.

Pozostaje obliczy¢ cos 15°. Mozemy oczywiscie odczyta¢ przyblizong warto$¢ cos 15°
z tablic wartosci funkciji trygonometrycznych, ale wtedy otrzymamy rowniez przyblizona
wartosc a.

Obliczymy jednak doktadng warto$¢ cos 15°. Warto$c¢ te mozna uzyska¢ na wiele
Sposobow.

Pokazemy cztery sposoby.

W pierwszym wykorzystamy tozsamoS¢ trygonometryczng — wzOr na cosinus
podwojonego kata, w drugim - wzor na cosinus roznicy katow. W trzecim i czwartym
sposobie wykorzystamy jedynie geometrie.

Pierwszy sposob obliczenia warto$ci cos 15°.
Wzor na cosinus podwojonego kgta ma posta¢ cos 2a = 2 cos® a — 1.
cos30°+1

Dla o = 15° przybiera on posta¢ cos(2-15") = 2cos? 15" — 1, skad cos? 15° = <=

Poniewaz cos 30° ¢3 ,akat 157 jest ostry, wiec

cos1lh’ = \ S H \/_+2 = \/3+

Drugi sposob obliczenia wartosci cos 15°.

Tym razem wykorzystamy wzor na cosinus roznicy katow

cos(ax — ) = cosa - cos B+ sina - sin S.

Poniewaz 15° = 45" — 307, wiec

cos15° = cos(45” — 30°) = cos45° cos30° + sin45°sin30° =

_ VB VE VB 1 B
2 2 2 2 4

Moze nieco dziwi¢ otrzymany wynik, gdyz na pierwszy rzut oka jest on inny niz uzyskany
w pierwszym sposobie. Tak jednak nie jest. Wystarczy zauwazyc¢, ze



@ _ \/(@)2 _ \/6+2\/166\/§+2 _ \/4\/——1—8 \/¢3+2 _ 3+2.

Trzeci sposob obliczenia warto$ci cos 15°.
Narysujmy tréjkat prostokatny ABC o katach ostrych 30° i 60°.
Poprowadzmy tez dwusieczng AD kata 30°.

Niech |AC| = 2a, |BD| = z i |AD| = d, jak na rysunku.

é

O
A av'3 B

Wtedy |[BC| = a oraz |AB| = av/3, wiec |CD| = a — z. Z twierdzenia o dwusiecznej

BD AB
kata wewnetrznego trojkata otrzymujemy I ol DI I ACI , = az—‘f

Stad wyznaczamy kolejno 2z = aV3 — V'3, 2z + zv/3 = aV/3, (2 + \/5):13 = aV/3.

Mnozgc obie strony tej rownosci przez 2 — V3 otrzymujemy

(2+\/§) (2— \/5)33 = a\/§(2— \/5),czyli:1: = a\/§(2— \/§>

2
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABD otrzymujemy 2> + (a\/§) = d2. Stad

oo () = e ) ) -

:a\/g\/(2—\/§>2+1:2a\/§\/2—\/§

Zatem z definicji cosinusa kata ostrego 15° w trojkacie prostokatnym ABD otrzymujemy

cos15” = av3 =1 -1, /1 1, 1, 24v8
2v3V2—v3  2ve—v3 2 2-v3 2 2 V3 243
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1 [24v3 VB2
=3 i3 — 2 -

Czwarty sposob obliczenia wartosci cos 15°.

Wewngtrz kwadratu ABCD o boku dtugosci a wybierzmy taki punkt E, zeby tréjkat
ABE byl rownoboczny.

Poprowadzmy tez przez punkt E odcinek F'G réwnolegly do boku AD kwadratu tak, jak
na rysunku.

A a B

Poniewaz trojkat ABE jest rownoboczny, wiec |[<<DAE| =30°1|AD| = |AE| = a.

To oznacza, ze trojkat AED jest rbwnoramienny, a jego kat przy podstawie jest rowny
|<ADE| = 8530 — 757,

To z kolei oznacza, ze |[<EDC| = 90" — 75" = 15°.

Odcinek GF jest wysokoscia trojkata rownobocznego ABE, wiec |GE| = ‘“2/3 , wiec
|EF| = a— 23

Punkt F' jest srodkiem odcinka CD, wiec |DF| = 4.

7 twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DEF otrzymujemy |DE|* = |[EF|* + |DF|?, czyli
2
2172 = (a — a23) + (%)2. St@d

x:a\/( —§>2+(%)2:a\/1—\/§+%+%:a\/2—\/§.

Zatem z definicji cosinusa kata ostrego 15° w trojkacie prostokatnym DEF otrzymujemy



cos15° = 7 = 1 - 1. 11, 1. 24V3 _
aw2-v3 23 2 Vo232 2-v3 243

1. /2+v3 _ VB2
5

2 4-3

Powracamy do wyznaczenia dtugosci trzeciego boku:

a=152—48 -cos15°

a:\/52—48-WT§_+2:2\/13—6vx/§+2

Przyktad 6

W trojkacie ABC dane sg dtugosci bokow |[AB| = 41 |BC| = 5 oraz tg 8 = — 2, gdzie
oznacza miar¢ kata przy wierzchotku B tego trdjkata. Obliczymy dlugos$¢ boku AC.

Rozwigzanie

Do obliczenia dtugosci boku AC wykorzystamy twierdzenie cosinuséw. Diugosci dwoch
bokow trojkgta znamy, wiec potrzebna jest nam jeszcze warto$¢ cosinusa kata S.
Te wartos¢ obliczymy, wykorzystujac dwie znane tozsamosci trygonometryczne

sin 8

tg B = cos§ Oraz sin? B+ cos? B = 1.

Wstawiajgc w pierwszej z tych rownosci (—%) w miejsce tg [ otrzymujemy rOwnanie
snf —%, skad sin 8 = —%cos,@.

cosB

Stad i z drugiej tozsamosci otrzymujemy

(—3cos ,8)2 +cos? B =1,

%cos2 B+cos?B=1,

Lcos? =1,

cos? B = %.
4

Stad cos B = —% lub cos 8 = %. Kat 8 jest rozwarty, gdyz tg 8 < 0. Zatem cos 8 = —=.

Teraz mamy juz wszystkie dane, zeby obliczy¢ za pomocg twierdzenia cosinusow dlugosc
boku AC.

Otrzymujemy wiec

|AC|)? = |AB|* + |BC|> — 2 - |AB| - |BC| - cos 3,



|AC]? =42 +52 —2-4-5- (—4) =73

Stad |AC| = V/73.

Przyktad 7

Obliczymy miary katow trojkata o bokach dtugosci: v/6 + 3v/2, 24/3 + 2, 2.
Rozwigzanie

Niech a oznacza kat trojkata lezacy naprzeciw boku o dtugosci a = V6 +3v/2,
B - kat lezacy naprzeciw boku o dlugoéci b = 2v/3 + 2,
v - kat lezacy naprzeciw boku o dtugosci ¢ = 2.

Zastosujmy twierdzenie cosinusow dla kata a.

a? = b% + ¢ — 2bccos a,

(\/6+3x/§)2 - (2\/§+2)2+22 ~2-(2v3+2) -2 cosa,
12v3 424 =8V3+16+4-8- (V3+1) -cosa,
4/3+4=-8- (\/§+1) - cos Q..

Stad

4344 :_4'(\/54’1) _
8-(\/§+1) 8-(\/§+1)

_ 1
cosa = 5

Zatem o = 120°.
Zastosujmy jeszcze raz twierdzenie cosinusow dla kata 5.

b* = a® + ¢ — 2accos B,

(2\/§+2)2: (\/6+3\/§)2+22—2- (V6+3v2)-2-cosp,
8v3+16 =12v3+24+4— 4. (V6+3v2) - cos B,
~4V3-12= —4- (V6+3v2) - cos
V3+3=(V6+3v2)cosp

Stad



o WB43 . VB+3 1 A2
o8P = T = a(va)  vE P

Zatem 8 = 45°.

Kat «y obliczymy, korzystajac z twierdzenia o sumie miar katow wewnetrznych trojkata,
cho¢ moglibySmy ten kat obliczy¢, wykorzystujgc twierdzenie cosinuso6w. Mamy zatem:

7y=180"—a— B =180" —120" — 45" =15".

Stownik
dwusieczna kata

polprosta dzielgca kat na dwa katy przystajace



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie w trescig zadania w Przyktadzie 1. Na chwile wstrzymaj odtwarzanie animacji
i zastanow sie, czy umiataby$/umiatbys$ samodzielnie rozwigzac to zadanie, wykorzystujac
twierdzenie cosinuséw. Potem odtwérz cate rozwigzanie.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpC8BsOH7

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcej obliczania dtugosci bokow i miar katow
w trojkacie z wykorzystaniem twierdzenia cosinusow

Polecenie 2

Sproébuj rozwigzaé zadanie z Przyktadu 1. bez korzystania z twierdzenia cosinuséw.
Poprowadz w tym celu wysoko$¢ C'E tréjkata ABC.

Polecenie 3

Przeanalizuj sposob obliczania najwiekszego kata trojkata o danych trzech bokach oméwiony
w Przyktadzie 2. Oblicz najmniejszy z katoéw tréjkata o bokach dtugosci 4\/5, \/ﬁi 5.



https://zpe.gov.pl/a/DpC8Bs0H7

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dtugosci dwdch bokdéw i miara kata miedzy tymi bokami zostaty zaznaczone na rysunku.

11 a

60°

17

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugos¢ a trzeciego boku tego tréjkata jest liczba nalezaca do
przedziatu:

O (14, 15).

O (12, 13).

O (15, 16).

O (13, 14).



Cwiczenie 2 @)

W tréjkacie ostrokatnym ABC (oznaczenia standardowe jak na rysunku)

C

A
boki maja dtugosci:a = 6,b =5, c = 4.

Uzupetnij, przeciggajac odpowiedni przedziat, tak, zeby otrzymaé zdania prawdziwe.

o E

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Be:

vE!

(707, 80°) | | (207, 30") || (50", 60°) | | (30", 40°) || (107, 207) || (80", 90°) |
(40°, 50°) || (60", 70°)




Cwiczenie 3 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczby catkowite ustawione w kolejnosci rosnacej: 7, 11, x s3
dtugosciami bokéw trojkata ostrokatnego. Wynika stad, ze:

jest tylko jedna taka tréjka liczb.
sg doktadnie trzy takie tréjki liczb.
taka trojka liczb nie istnigje.

takich trojek liczb jest nieskoriczenie wiele.

o o O O O

sg doktadnie dwie takie trojki liczb.



Cwiczenie 4

W trojkacie ABC (oznaczenia standardowe jak na rysunku) prawdziwe sg rownosci
a? = b* 4+ ¢ — 2bcsina, b = a® + ¢ — 2acsin B.

¢

A

Wskaz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Tréjkat ABC jest prostokatny.
(] Trojkat ABC jest rozwartokatny.

Jeden z katéw tréjkata ABC jest dwa razy wiekszy od drugiego z katéw tego
U trojkata.

(] Tréjkat ABC jest réwnoboczny.

(] Tréjkat ABC jest rownoramienny.



Cwiczenie 5

Zaznacz fatszywa odpowiedz. W trdjkacie ABC dane sa: |AB| =8, |BC| =T
|<<BAC| = 60°. Wynika stad, ze:

() dtugosc boku AC tego tréjkata moze by¢ liczba niewymierna.
() dtugosc boku AC tego tréjkata moze by¢ réwna 5.

() dtugosé boku AC tego trojkata jest liczbg pierwsza.

Cwiczenie 6

Udowodnij, ze jesli w tréjkacie stosunek dtugosci dwoch bokow jest rowny podwojonemu
cosinusowi kata miedzy tymi bokami, to ten trojkat jest rownoramienny.

Cwiczenie 7 @

Przekatne rownolegtoboku przecinaja sie pod katem 135° a ich dtugosci sg rowne 12 i 14.
Oblicz dtugosci bokow tego réwnolegtoboku.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze dtugos$¢ m, $rodkowej AD trojkata ABC jest rowna m, = %\/ 202 + 2¢2 — a2,
gdziea = |BC|,b = |AC|,c = |AB|.




Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski
Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczanie dlugo$ci bokow i miar katow w trdjkacie z wykorzystaniem
twierdzenia cosinusow

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkoéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje twierdzenie cosinusow do obliczenia dtugosci boku trojkata, gdy dane sg
dtugosci dwoch pozostatych bokow trojkata i jeden z katow tego trojkata;

 stosuje twierdzenie cosinusow do obliczenia katow trojkata, gdy dane sa dtugosci
trzech bokow trojkata;

» przeprowadza dowody geometryczne, wykorzystujgc twierdzenie cosinusow.



Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢ majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przypomina co rozumiemy, gdy mamy do czynienia z poleceniem ,,rozwigz
trojkat”, a nastepnie prosi o wskazanie jak najmniejszejliczby danych sposrod diugosci
bokow i katow trojkata, przy ktorych trojkat mozna rozwigzac.

2. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie tresci twierdzenia cosinusow.

3. Dzieli klase na grupy i poleca kazdej grupie zastanowienie si¢, w ktorych
z rozpatrywanych sytuacji mozna rozwigzac trojkat, wykorzystujgc twierdzenie
cosinusow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zadaniem z Przyktadu 1. Analizuje wraz
z uczniami rozwigzanie zadania do momentu, gdy trzeba obliczy¢ warto$¢ cos 15°.

2. Kazdejz grup poleca obliczenie wartosci cos 15°, narzucajac rézne sposoby
rozwigzania omowione w Przykladzie 1.

3. Uczniowie przedstawiajg rozne sposoby obliczenie wartosci cos 15°. Jedna z grup
konczy zadanie z Przyktadu 1, obliczajgc dtugosc¢ trzeciego boku trojkata.

4. Nauczyciel poleca uruchomi¢ animacije i prosi o wykonanie dotaczonych polecen.

5. Uczniowie, kierowani przez nauczyciela rozwigzuja kolejne przyktady, w ktorych
stosujg twierdzenie cosinusow.

6. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z roznych dzialbw matematyki.



Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byty omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Trojkaty i ich whasnosci
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Animacije
0 zastosowaniu twierdzenia cosinusow mozna wykorzystac takze do powtorzenia materiatu
przed klasowka lub przez egzaminem maturalnym.


https://zpe.gov.pl/a/trojkaty-i-ich-wlasnosci/Ds2LxvmhR

