Monotonicznosc ciggu geometrycznego
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o Przeczytaj

« Aplet

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Jesli masz watpliwosci, czy cigg geometryczny ma jakies$ rzeczywiste zastosowania,
przestudiuj statystyczng teori¢ zasobow angielskiego osiemnastowiecznego ekonomisty

Thomasa Malthusa.

Zrédto: Franco Antonio Giovanella, dostepny w internecie: www.unsplash.com.
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Katastrofa maltuzjanska

Przyrost populacji

Produkcja zywnosci
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Malthus twierdzit, ze skoro liczba ludnosci rosnie w postepie geometrycznym, a produkcja
zywnosci — w arytmetycznym, to nieunikniony jest stan przeludnienia, co w konsekwencii
doprowadzi do gtodu.

Wedlug Malthusa spoteczenstwa, ktore w pore nie podejmg srodkow zaradczych, wpadng
w pulapke, w ktorej wzrost dochodow skutkuje zwiekszeniem populacji, nie prowadzi
jednak do wzrostu standardow zyciowych.

Czarnowidztwo Malthusa jednak nie sprawdzito si¢ — czy potrafisz wyttlumaczy¢ dlaczego?

Teoria Malthusa nawigzuje do szybkiego wzrostu (lub spadku) wielko$ci okreslonych przez
cigg geometryczny. W matematyce o ciggach ktoére rosng lub malejg mowimy, ze sg
monotoniczne. Wlasnie monotonicznos$¢ ciagu geometrycznego bedzie tematykg tych
materiatow.

Twoje cele

» Rozpoznasz ciggi geometryczne rosnace, malejace, state i naprzemienne, okreslone
roznymi sposobami.

e Podasz przyktady ciggéw geometrycznych monotonicznych.

» Udowodnisz, ze dany cigg geometryczny jest rosngcy/malejacy.

» Wykorzystasz w zadaniach wtasnosci ciggdow geometrycznych monotonicznych.




Przeczytaj

Cigg geometryczny jest pewna funkcjg, ktorej dziedzing jest podzbior zbioru liczb
naturalnych lub zbior liczb naturalnych. Zatem definicje okreslajgce monotonicznos¢ ciggu
geometrycznego i sposoby okreslania tej monotonicznosci, sg analogiczne jak dla funkcji
liczbowych.

Ciag geometryczny rosnacy
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Na wykresie zaznaczonych jest kilka poczatkowych wyrazow ciggu (a,, ), okreslonego
wzorem ogolnym

n
a'n:2,

gdzien € {0, 1, 2, 3,...}.

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciggu (oprocz wyrazu pierwszego) jest wiekszy od
poprzedniego. O takim ciggu mowimy, Ze jest rosnacy.

Ponizej przyktady jeszcze kilku ciggéw geometrycznych rosngcych.

3,9, 27, 81, 243,...

1 2 4 8 16
6> 6> 67 6> 6"

10, 100, 1000, 10000,...
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—20; —10; —5; —2,5; —1,25;...
—125, —25, —5, —1,..

Zauwazmy, ze jesli pierwszy wyraz ciggu geometrycznego rosngcego jest dodatni, to iloraz
ciggu jest wiekszy od 1. Natomiast, jesli pierwszy wyraz ciggu jest ujemny, to iloraz ciggu
musi by¢ dodatni, ale mniejszy od 1.

Twierdzenie: Cigg geometryczny rosnacy
Niech (a,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q.
Ciag ten jest ciggiem rosnacym, gdy:

e a; >0ig>1
lub

e a1 <0i0<g<1
Przyktad 1

Wykazemy, ze cigg geometryczny (a, ) okreslony wzorem a,, = 2 - 3", gdzie n € N, jest
rosnacy.

Aby wykazac, ze ciag jest rosnacy, nalezy zbadac¢ roznice a, 1 — a, (dla dowolnegon > 1

)

Qi1 — Gp =2-3"1 —2.3"

Przeksztalcamy otrzymane wyrazenie, korzystajac z wtasnosci potegowania.
pi1—0,=6-3"—-2.3"=4.3"

Zarowno liczba 4, jak i liczba 3" (n > 1) to liczby dodatnie. lloczyn liczb dodatnich jest
liczba dodatnia.

Qpi1—ap,=4-3">0

Pokazalismy, ze dla kazdejliczby naturalnejn > 1 speiniony jest warunek a,,.1 > a,, co
oznacza, ze ciag (a,) jest rosnacy.

Przyktad 2

Znajdziemy takie liczby z, y, dla ktorych ciag (16, z, 100, y) jest ciagiem
geometrycznym rosngcym.

Niech g bedzie ilorazem rozpatrywanego ciggu.




Wtedy:

16 - pierwszy wyraz ciagu,

x = 16q - drugi wyraz ciagu,
100 = 164 - trzeci wyraz ciggu,
y = 16¢° - czwarty wyraz ciggu.

Wyznaczamy iloraz rozpatrywanego ciggu.
100 = 164>

2 _ 100 __ 25

9 =7 — 1

q= % lub g = —%

Cigg ma by¢ rosngcy, zatem tylko g = % spetnia warunki zadania.
z=16-2 =40

y=16- (%) = 16125 _ 950

OdpowiedZ:

Szukane liczby to x = 40, y = 250.
Ciagg geometryczny malejacy

Na wykresie zaznaczonych jest kilka wyrazoéw ciagu (a,,), okreslonego wzorem ogdlnym


javascript:void(0);

an=8-(3)""
gdzien € {2, 3, 4,...}.

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciggu (oprocz wyrazu pierwszego) jest mniejszy od
poprzedniego. O takim ciggu méwimy, ze jest malejacy.

Ponizej przyktady jeszcze kilku ciggéw geometrycznych malejacych.

243, 81, 27, 9, 3, ...

16 8 4 2 1
6> 6> 6 67 6

P

10000, 1000, 100, 10, 1,...
—1,25; —2,5; —5; —10; —20;...
-1, —5, —25, —125,...

Zauwazmy, ze jesli pierwszy wyraz ciggu geometrycznego malejacego jest ujemny, to iloraz
ciggu jest wiekszy od 1. Natomiast, jesli pierwszy wyraz ciggu jest dodatni, to iloraz ciggu
musi by¢ dodatni, ale mniejszy od 1.

Twierdzenie: Cigg geometryczny malejacy
Niech (a,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q.
Ciag ten jest ciggiem malejacym, gdy:

e a; >0i0<g<1
lub

e a1 <0ig>1
Przyktad 3

Okreglimy dla jakim wartosci parametru k (k # 01 k # +/6) ciag geometryczny (ay)
okreslony wzorem ogdlnym a,, = (x/é — k) (k—2)""1 gdzien € {1, 2,3, 4,...} jest

malejgcy.
Zauwazmy, ze pierwszy wyraz rozpatrywanego ciggu (a,) to a1 = V6 — k.
Natomiast iloraz ciggu to ¢ = k — 2.

Korzystajac z twierdzenia o ciggu geometrycznym malejacym, rozpatrzymy dwa
przypadki.



javascript:void(0);

l.ag; >0i0<g<1
V6—Ek>0i0<k—-2<1
k<vV6i2<k<3
Okreslamy cze$¢ wspolng wszystkich warunkow, jakie musi spetnia¢ parametr k.
(k<6
2<k<3
< k#0
UG
Otrzymujemy: 2 < k < /6.
2.a1 <0ig>1
V6—k<0ik—2>1
k>+6ik>3
Okreslamy cze$¢ wspolng wszystkich warunkow, jakie musi spetnia¢ parametr k.
(k> 6
k>3
k+#0
|k # V6
Otrzymujemy: k > 3.

Z obu rozpatrywanych warunkow wynika, ze k € (2, \/E) U (3, o0).
OdpowiedZ:

Cigg geometryczny (a,,) jest ciaggiem malejagcym dla k € (2, \/6) U (3, 00).
Przyktad 4

Liczby z, y, w, z (w tej kolejnosci) tworza cigg geometryczny malejacy. lloczyn logarytmow
dziesietnych pierwszeji czwartej z tych liczb jest réwny (—8). lloczyn logarytmow
dziesietnych drugieji trzeciej z tych liczb jest rowny 0. Znajdziemy te liczby.

Oznaczmy przez q iloraz ciggu (z, y, w, z).

Wtedy:
Yy=xq
w = :L'q2
z= xq3

Aby istnialy logarytmy dziesietne liczb z, y, w, 2z, kazda z tych liczb musi by¢ dodatnia.
Zatem:

z>0



y>0=2¢g>0=q¢g>0
w>0
z>0

Zapiszemy pierwszg z zaleznosSci miedzy podanymi liczbami, wynikajacg z tresci zadania:
iloczyn logarytmow dziesietnych pierwszeji czwartej z tych liczb jest rowny (—8), czyli:

log - log(mq3) = —-8(1)

Z tresci zadania ponad to wynika, Ze iloczyn logarytméw dziesietnych drugieji trzeciej
z tych liczb jest rowny 0. Stad:

log(zq) - log(zg®) = 0 (2)

Z wtasnosci iloczynu wynika, ze:

log(zq) = 0 lub log(zq®) = 0.

Rozpatrzymy wiec dwie mozliwosci.

1 mozliwo$é: log(zq) = 0

Poniewaz 0 = log 1, wiec

log(zq) = log1

zg=1|:q(qg# 0,bogq > 0)

v=1

Podstawiamy wyznaczone x do (1).

log x - log(a:q3) = -8

log% -log(% -q3) = -8

Przeksztalcamy otrzymane wyrazenie, korzystajac z wlasnosci logarytmow.
—logq-2logq = —8

log?q =4

Wyznaczamy z otrzymanego rownania kwadratowego gq.

logg =2lublogg = —2



log g = log 100 lub log g = log ﬁ

g=100lubgq = 455

Wyznaczamy z i pozostale wyrazy ciggu dla obu znalezionych wartosci gq.

« ¢q=100= 2= 53

y=1

w = 100

z = 10000

Kazda z otrzymanych liczb jest dodatnia, ale cigg (Wlo’ 1, 100, 10000) jest rosnacy,

nie spetnia wigc warunkow zadania.
° q = W]'O

x =100

y=1

w = 15

2= To000

Kazda z otrzymanych liczb jest dodatnia i cigg (100, 1, Wloa m) jest ciggiem

malejgcym, speinia wiec warunki zadania.
2 mozliwos¢: log(a:q2) = 0.
Postepujemy podobnie, jak poprzednio. Wyznaczamy « i podstawiamy do (1).
log(zq?) = log1
zg® =1
z=25(q#0)
logz - log(zq®) = —8
log q% -log(% -q3) = —8
Korzystamy z wlasnosci logarytmu potegi.
—2logq-logqg= —8
log2 q=14
logg=2lublogq = —2

OtrzymaliSmy do rozwigzania doktadnie te same rownania, co w 1 mozliwosci. Jednak
rozwigzanie jest inne.



Ciag jest wtedy rosnacy, wiec nie spetnia

JeSlilogg=2toqg=100ix = W'

warunkow zadania.

Jesli Jesli logg = —2to ¢ = 455 i = = 10000. Wtedy

y = 757 - 10000 = 100

1 _ 1
z2= 150 "1 = 100
Odpowiedz:

Szukane liczby to:
r = 100,3/: 1’w: ﬁ"z: 10[1]00
lub

z = 10000,y = 100,w =1,z = 477

Ciagg geometryczny staty

Na wykresie zaznaczonych jest kilka wyrazow ciagu (a), okreslonego wzorem ogélnym
an = 2

gdzien € {1, 2, 3,...}.

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciggu ma tg sama wartos¢. O takim ciggu moéwimy, ze jest staly.

Ponizej przyktady jeszcze kilku ciggobw geometrycznych statych.

81, 81, 81, 81,...



0,0,0,0,0,...
~10, — 10, — 10, — 10,..

Zauwazmy, ze iloraz ciggu geometrycznego statego jest rowny 1 jesli pierwszy wyraz ciggu
jest rozny od 0. Jesli pierwszy wyraz ciggu geometrycznego stalego jest rowny 0, to iloraz
ciggu moze by¢ dowolng liczba rzeczywista.

Twierdzenie: Ciagg geometryczny staty
Niech (a,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q.
Ciag ten jest ciggiem statym, gdy:

e a; #0ig=1
lub

e ap=0iqgeR
Wazne!
Zauwazmy, ze jesli a; # 01 q = 0 to ciag (a,) jest staly, poczawszy od drugiego wyrazu.
Cigg staly nie jest ani rosnacy, ani malejacy.
Przyktad 5

Znajdziemy taka liczbe z, dla ktorej cigg (a:2, T+ 2,6— a:) jest trzywyrazowym ciggiem
statym.

W ciggu stalym wszystkie wyrazy sa rowne, zatem:
r+2=6—=z

2z =4

T =2

Cigg ma postac: (4, 4, 4).

OdpowiedZ:

Szukana liczba to 2.

Ciagg geometryczny naprzemienny



Nie kazdy cigg geometryczny jest monotoniczny. Fragment wykresu takiego ciagu
przedstawia rysunek. Zauwazmy, ze wyrazy tego ciggu sa na przemian dodatnie i ujemne.
O takim ciggu moéwimy, Ze jest naprzemienny.

Wazne!

Jesli ciag geometryczny (a,,) jest takim ciagiem, ze a; # 01i ¢ < 0 to ciag ten jest ciggiem
naprzemiennym, czyli wyrazy tego ciggu sq na przemian dodatnie i ujemne.

e Gdya; > 01 g < 0 to wszystkie wyrazy o indeksach nieparzystych, ciggu (a,,)
okreélonego wzorem ogélnym a,, = a; - ¢" ', s3 dodatnie, zaé wyrazy o indeksach

parzystych sg ujemne.

e Gdya; < 0i g < 0to wszystkie wyrazy o indeksach nieparzystych, ciggu (a,,)

okreélonego wzorem ogélnym a,, = a; - ¢" !, s3 ujemne, za$ wyrazy o indeksach

parzystych sg dodatnie.
Przyktady ciggéw naprzemiennych:
-5, 10, — 20, 40,...

4, — 4,4, —4,4, —4,...

Stownik

ciag geometryczny rosnacy



niech (a,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie g; cigg ten jest ciggiem rosnacym,
gdy:

e a3 >0ig>1
lub

e a1 <0i0<g<1
ciagg geometryczny malejacy

niech (a,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie g; cigg ten jest ciggiem malejgcym,
gdy:

e a; >0i0<g<1
lub

e a1 <0ig>1



Aplet

Polecenie 1

Przeanalizuj aplet pokazujacy jak zmienia sie cigg geometryczny w zaleznosci od pierwszego
wyrazu ay i ilorazu q.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/Dsd3v89Qf

Polecenie 2

Miedzy liczby 1 i 81 wstaw trzy takie liczby, aby tagcznie z danymi (w tej kolejnosci) byty
kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego naprzemiennego.



https://zpe.gov.pl/a/Dsd3v89Qf

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Na rysunkach przedstawiono fragmenty wykreséw ciagéw geometrycznych, zdefiniowanych
dan=20,1, 2, 3, ....

Wskaz wykres, na ktorym przedstawiony jest fragment wykresu ciggu malejacego.
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Cwiczenie 2

1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczby 74

(niekoniecznie poczatkowymi) wyrazami pewnego ciggu geometrycznego nieskoriczonego. Ten

ciag

() jest ciagiem statym.

() jest ciagiem rosnacym.

() nie jest monotoniczny.

() jest ciagiem malejagcym.

Cwiczenie 3

Ciagi geometryczne opisane sg podanymi wzorami ogélnymi. Przyporzadkuj kazdemu z ciggow

jego rodzaj.

Cwiczenie 4

, 1, \/5 — 4, w tej kolejnosci, sa trzema kolejnymi

Ciag staty

Ciag rosnacy

Ciag malejacy

Ciag naprzemienny

Whisz brakujace wyrazy ciggow geometrycznych monotonicznych.

+ Ciag pierwszy: ‘

9 _817

« ciggdrugi: 1,

« Cigg trzeci: ‘

« cigg czwarty: —\/5,

, 64, 256

) _2\/§a

7_4\/5




Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie znaki: <, > lub =.

ciag jest rosnacy.

2. Jezeli w ciggu geometrycznym (a,,) pierwszy wyraz a; > 0, a iloraz jest dodatni i g

to ciag jest rosnacy.

=S EIEHEIEEIEEIE

Cwiczenie 6

W ciagu geometrycznym o wyrazach dodatnich (ay) drugi wyraz jest réwny %, a czwarty
wyraz jest rowny %. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] lloraz trzeciego wyrazu tego ciggu przez wyraz czwarty jest mniejszy od 1.
(] Ciag ten nie jest ciggiem statym.
Pierwszy wyraz tego ciggu jest mniejszy od 1.
19

Prawda jest, ze a1 — ¢ = 5z i, Ze ciag ten jest malejacy.

(] Wiadomo, ze as > %, zatem ciag ten jest rosnacy.
] 36



Cwiczenie 7 @

Pierwszy wyraz niemonotonicznego ciggu geometrycznego jest réwny 96 i jest o 90 wiekszy
od wyrazu trzeciego. Oblicz czwarty wyraz tego ciggu.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze cigg geometryczny (an) okreslony wzorem ogolnym a,, = ZZ—E jest malejacy.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Monotoniczno$¢ ciggu geometrycznego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje ciggi geometryczne rosnace, malejace, state i naprzemienne, okreslone
roznymi sposobami

e podaje przyktady ciggdw geometrycznych monotonicznych

» udowadnia, ze dany cigg geometryczny jest rosngcy/malejacy

» wykorzystuje w zadaniach wilasnosci ciggdow geometrycznych monotonicznych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e technikal-2
» myslenie przez analogie
» technika obiegu kart

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie, korzystajgc z techniki 1 - 2 (jedno pytanie, odpowiada 2 uczniow -
pierwszy wypowiada podpowiedz, drugi daje odpowiedz), odpowiadajg na pytania
nauczyciela przypominajagce wiadomosci o ciggu geometrycznym.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach pracujg metodg myslenie przez analogi¢. Opierajac si¢ na
znanych im informacjach na temat monotonicznosci funkcji, probuja sformutowac
odpowiednie twierdzenia dotyczgce monotonicznosci ciggéw geometrycznych. Moga
przy tym postugiwac sie wykresami ciggow, wzorem ogélnym ciagu, itp.

2. Po zapisaniu odpowiednich wnioskow i ewentualnie sformutowaniu twierdzen, grupy
porownujg swoje zapisy z odpowiednimi zapisami w sekcji ,Przeczytaj”. I ewentualnie
modyfikujg swoje ustalenia. Nastepnie analizuja przykiady zapisane w sekcji
~Przeczytaj’ i aplecie.

3. Teraz kazda grupa przygotowuje jedno zadanie analogiczne do zawartych
w przeczytanym materiale. Ulozone zadania grupy przekazuja sobie nawzajem tak, aby
kazda z grup rozwigzata wszystkie zadania.

4. Zadania rozwigzywane sg technika obiegu kart. Czyli uczniowie danej grupy dopisuja
kolejne kroki rozwigzan.

Faza podsumowujaca:

1. Podsumowaniem zaje¢ powinna by¢ dyskusja, w wyniku ktérej uczniowie wspolnie
zastanawiajg sie czy warto postugiwac si¢ analogiami i w jakim stopniu analogie
ulatwiajg badZ utrudniajg prace nad nowym zagadnieniem.

2. Koncowy element to refleksje nauczyciela na temat pracy ucznioéw i ocena prac grup.



Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych 1 - 8 sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Ciag arytmetyczny i geometryczny zastosowanie

Wskazowki metodyczne:

Aplet moze by¢ wstepem do zaje¢ poswigeconych dowodzeniu twierdzen z wykorzystaniem
ciggow geometrycznych.


https://epodreczniki.pl/a/ciag-arytmetyczny-i-geometryczny-zastosowanie/D12dXI5bO

