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Zastosowanie wzordw skroconego mnozenia

w dowodzeniu twierdzen

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Znamy juz wzory skréconego mnozenia
stopnia drugiego. Obecnie pokazemy ich
zastosowanie w dowodzeniu twierdzen.
Zastosujemy metode wprost - czyli z zatozen
bedziemy bezposrednio wykazywac teze.

Teoria dowodu to dzial logiki matematycznej
zajmujacy sie analizg pojecia dowodu oraz

sposobami zastosowania go w rozwazaniach :
matematycznych. Dawid Hilbert (1862-1943)

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
Za prekursora teorii dowodu uwaza domena publiczna.

sie Dawida Hilberta, wybitnego matematyka
niemieckiego z przelomu dziewigtnastego i dwudziestego wieku.
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o Uzasadnisz prawdziwo$c¢ twierdzenia, korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia.
» Wykazesz prawdziwos¢ niektorych nieréwnosci.

o Porownasz liczby zapisane w postaci poteg.






Przeczytaj

Dowodzenie nierdwnosci

Wiemy juz, ze nierownosci mozna przeksztalca¢ rownowaznie. Do obu stron nieréwnosci
mozna dodac¢ to samo wyrazenie, od obu stron nieréwnosci mozna odjg¢ to samo
wyrazenie, obie strony nierownosci mozna pomnozy¢ przez te sama liczbe, r6zng od zera.
Przy czym, jesli ta liczba jest ujemna, zmieniamy znak nieré6wnosci na przeciwny.

Teraz udowodnimy kilka nieréwnosci z zastosowaniem poznanych wzoréw i wlasnosci
potegowania: kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny.

Przyktad 1

Uzasadnimy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnos¢
a’® + b > 2ab.

a’® + > > 2ab
Przenosimy wszystkie wyrazy nier6wnosci na lewa strone.
a® + b* — 2ab > 0

Zapisujemy lewa strone nieréwnos$ci w postaci kwadratu, korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia na kwadrat roznicy.

(a—b)?2*>0
Kwadrat kazdejliczby rzeczywistej jest nieujemny, zatem nieréwnos$c jest prawdziwa.
Zauwaz, ze jeSlia = b, to (a — b)2 =0, czyli a® + b — 2ab = 0, zatem a?® + b? = 2ab.
Przyktad 2
Wykazemy, ze jeSli a i b sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi, to ¢ + % > 2.

+2>2

SHIS

Zapisujemy nierownos¢, ktorg udowodniliSmy w Przykladzie 1. Wiemy juz, ze jest ona
prawdziwa dla kazdych liczb rzeczywistych a i b.

a’® + b% > 2ab

Dzielimy obie strony nieréwnosci przez ab zaktadajac, ze a > 0i b > 0.

a2+b2 2ab
b = ab
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Przeksztalcamy nier6wnos¢ rownowaznie.

a? b? 2ab

v 2w
Skracamy, otrzymujac zagdang nieré6wnosc¢.

+2>2

SHIS

Zauwaz, ze jesli a = b, to % + % = 2.
Przyktad 3

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nierownos¢
5(a2 + 2b2) > 12ab.

5(a® + 2b%) > 12ab
Przenosimy wszystkie wyrazy nierownosci z prawej strony na lewg strone.
5(a® +2b%) — 12ab > 0
Wykonujemy wskazane dziatania.
5a2 + 102 — 12ab > 0

Zapisujemy sume stojacg po lewej stronie nierownosci tak, aby skorzysta¢ ze wzoru
skroconego mnozenia na kwadrat roznicy.

4a® + 9b% — 12ab + a® + > > 0
Grupujemy wyrazy.
(4a® + 9% — 12ab) + (a® +b%) >0

Zapisujemy wyrazenie stojace w pierwszym nawiasie za pomocg wzoru skroconego
mnozenia na kwadrat roznicy.

(2a — 3b)* + (a® +b?) > 0

Po lewej stronie nierownosci otrzymaliSmy sume dwoch wyrazen, ktore przyjmuja
wartosci nieujemne dla kazdych liczb rzeczywistych a i b, zatem ich suma jest liczba
nieujemng. Dowodzona nieré6wnos$c jest wiec prawdziwa.

Juz wiesz
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Wiemy juz, ze nierownosci o tym samym zwrocie mozna dodac stronami (natomiast nie

wolno odejmowac takich nierownosci stronami). Wiasnos¢ ta bedzie nam pomocna

w udowodnieniu kolejnej nieréwnosci.

Przyktad 4

Wykazemy, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spetniona jest nierownos$¢
a’> + b+ > ab+ ac+ be.

a’®+ b +c%>ab+ac+ be

Dlaliczb a, b, c zapisujemy warunki, ktore wynikaja z nieréwnosci dowodzonej
w Przyktadzie 1.

a’® + b2 > 2ab

a’®+ 2 > 2ac

b2 + ¢ > 2be
Dodajemy stronami zapisane nierownosci.

a’> + b +a>+cE+b+ > 2ab+ 2ac + 2be
Redukujemy wyrazy podobne i wylgczamy wspolny czynnik przed nawias.
2(a® +b* + ¢*) > 2(ab + ac + be)
Dzielimy przez 2 obie strony nieréwnosci.
a?+b2+c2>ab+ac+be

OtrzymalisSmy zadang nieré6wnosc.
Przyktad 5
Przypomnijmy sobie sposob rozwigzywania nieréwnosci podwojnych.
Rozwigzemy nierownos¢ ¢ — 2 < 2z < z + 9.

Przeksztalcamy nieré6wnos¢ rownowaznie odejmujac od kazdego z cztonow z.
Otrzymujemy rozwigzanie.

—2<z<9

Przyktad 6
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Wykazemy, ze dla kazdejliczby naturalneja > 7 spelniona jest nierownos¢ podwojna

2256 —1<+vVa+1++va—1<2va.
5

Kazdy z cztonow nieréwnosci przyjmuje dla @ > 7 warto$ci dodatnie. Mozemy zatem
przeksztalci¢ nierownos¢ rownowaznie, podnoszac kazdy z cztonéw do kwadratu.

A(Ba-1) <a+lta—1+2/a?—1<4a

Wykonujemy wskazane dziatania.

da — 4 <2a+2Va? —1<4a

Dodajemy (—2a).

da— o+ —2a<2a—2a+2Va®—1<4a—2a2a— 5 <2Va?—-1<2a

Dzielimy kazdy z cztonow nieré6wnosci przez 2.

a—%<\/a2—1<a

Dla a > 7 kazdy z czlonéw nierdéwnosci przyjmuje wartosci dodatnie, zatem mozemy
ponownie podnies¢ kazdy czton do kwadratu.

2 2 _4 2 _ 2

Nierowno$¢ a? — 1 < a? jest zawsze prawdziwa (jeli @ > 7 i a jest liczbg naturalng),
zatem wystarczy pokaza¢ prawdziwos¢ nierownosci

2_ 4 4 2 _
a 5r0+ e < a 1.

. s s . 2 4
Do obu stron nierownosci dodajemy (—a — m).
2_ 4 4 g2 A 2_1_g2_- -4 _ 4 14
0 — 950+ gy — 0"~ gy <4 —l-a"—mpogpa<—lg

4
% .
Nie zapominamy przy tym, ze dzielimy przez liczbe ujemng, czyli zmieniamy znak

Drzielimy obie strony nieréwnosci przez liczbe stojaca przy a, czyli przez —

nierownosci na przeciwny.

4 4 | . (_ 4

—gsa < —lgg | : (%)
629 25

@ > G5 4

a > 62>

100

Z zalozenia wynika, Ze a jest liczbg naturalng wieksza od 7, zatem nieréwnos¢ a > 6%
jest prawdziwa.



WykazaliSmy zatem prawdziwo$c¢ kazdej z nierownosci
2V25a—1<+va+1++vVa—-1liva+1++va—1<2a,
czylii prawdziwos¢ nieréwnosci podwojnej

2vV25a—1<Va+1++Va—-1<2a.

Przyktad 7

Uzasadnij, ze dla kazdejliczby naturalneja > 2 prawdziwa jest nieréwnos¢

2V9a—-1<+va-14++vVa+1<2ya

85

Rozwigzaniem nieréwnosci sg liczby a > <z,

czylia > 2%.

Zatem nierownosc jest prawdziwa dla kazdejliczby naturalnej a wigkszej od 2.

Porownywanie liczb

Wzory skréconego mnozenia w wielu wypadkach mogg by¢ pomocne przy poréwnywaniu
liczb rzeczywistych, w szczegolnosci liczb zapisanych za pomoca poteg.

Przyktad 8
Wykazemy, ze 3190 — 2150 > 350 _ 975,
3100 . 2150 > 350 . 275
Zapisujemy lewa stron¢ nieréwnosci w postaci roznicy kwadratow.
(350)2 B (275)2 ~ 350 _ 975
Rozktadamy na czynniki lewg strone nieréwnosci - ze wzoru na roznice kwadratow.
(350 4 275) (350 o 275) > 350 . 275

Chcemy podzieli¢ obie strony nieréwnosci przez 350 — 275, Nie wiemy jednak, czy jest to
liczba dodatnia, czy ujemna.

@ (2)® _ (2)25
2% — 23 —\3
350

Aby to sprawdzi¢, zapisujemy iloraz 3= w postaci jednej potegi.

Poniewaz 9 > 8, zatem liczba % jest wieksza od 1, czyli 9° > 8%°, a co za tym idzie
350 > 27 Wynika stad, ze 350 — 275 > 0.

= > 1,stad 9% > 8%, czyli 30 — 275 > 0
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Dzielimy obie strony nieréwnoéci przez liczbe dodatnig 3°° — 27, zatem nie zmieniamy

znaku nier6wnosci.
(350 + 275) (350 - 275) > 350 . 275/ . (350 . 275)

Liczba 30 + 275 jest oczywiscie wieksza od 1, zatem dowodzona rownos¢ jest
prawdziwa, co nalezalo wykazac.

350 427 > 1

Dowodzenie rownosci

Przeksztalcajgc wyrazenia algebraiczne czesto szukamy jak najprostszych sposobow
wykonywania wskazanych dziatan. I tu mogg by¢ przydatne wzory skroconego mnozenia.

Przyktad 9

Wykazemy, ze dla kazdej wartosci zmiennej z, wartoS¢ wyrazenia
W=1+z*z>-2)—(1- z)? - (1 + z)? jest liczbg naturalng.

W=1+z*(z-2) - (1-2)° (1+z)

Zauwazmy, ze iloczyn kwadratow dwoch liczb moze by¢ zapisany w postaci kwadratu
iloczynu tych liczb.

W=1+2*(2’ - 2) - [(1-2)(1 +2)]’

Wykonujemy wskazane dziatania. W nawiasie kwadratowym iloczyn zamieniamy na
sume, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia na roéznice kwadratow.

W=1+z*-222— [1—:1@2}2
Potegujemy - korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy.
W=1+z*-22% — (1+2* - 22?)
Opuszczamy nawias i redukujemy wyrazy podobne.
W=1+z"—222 -1 2%+ 222
W =20
WykazaliSmy, ze wartos¢ wyrazenia dla kazdejliczby rzeczywistej x jest rowna 0.

Liczba 0 jest liczbg naturalng, zatem wartos¢ wyrazenia dla kazdejliczby rzeczywistej x

jest liczba naturalng, co nalezato wykazac.
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Przyktad 10

2 2
Udowodnimy prawdziwoéé rownosci 2L 4 @2 _ @48 410 kasdveh liczb
yp 1 1 2 y
rzeczywistych a, b.
(a+b)® | (a=b)® _ a24p?
7} i = 2

Sprowadzamy prawg stron¢ rownosci do mianownika 4 i mnozymy obie strony
nieré6wnosci przez 4.

2 2
(azb) + (a;b) _ 2a21—2b2/.4

Mamy teraz do udowodnienia znacznie prostszg rownosc.
(a +b)? + (a — b)* = 2a2 + 202

Przeksztalcamy lewa strong¢ rownosci, korzystajac z odpowiednich wzorow skréoconego
mnozenia.

L = a? + 2ab + b2 + a® — 2ab + b2 = 2a? + 2b?

Lewa strona rownosci rowna si¢ prawej, zatem rOwnosc¢ jest prawdziwa, co nalezato
wykazac.

L=P

Stownik
dowodzenie (przeprowadzenie dowodu)

wykazanie, ze pewne zdanie matematyczne jest prawdziwe; poszczegolne kroki dowodu
muszg wynikac z poprzednich lub by¢ aksjomatami



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. Sprébuj samodzielnie rozwigzac prezentowane tam
zadania i dopiero nastepnie poréwnaj rozwigzania. Sformutuj kazdy z probleméw rozwazanych

na filmie w postaci twierdzenia.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D180JBAe2

Film nawigzujacy do treSci materialu zastosowania wzorow skroconego mnozenia

w dowodzeniu twierdzen.

Polecenie 2

Wykaz, ze dla z > 3 wartos¢ wyrazenia W = Va2 — 62 + 9 — V9 + 6z + 2 jest liczba

catkowita,
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Zaznacz prawidtowe odpowiedzi.

Nierownosc¢ % + % < 2 jest spetniona dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y

réznych od 0.
Jesli a jest liczba dodatnig to suma Llia jest nie mniejsza od 1.
a

Dla kazdych dwéch liczb nieujemnych, suma tych liczb jest nie mniejsza od
podwojonego pierwiastka z iloczynu tych liczb.

Suma kwadratéw dwoch liczb catkowitych jest zawsze wieksza od podwojonego
iloczynu tych liczb.

O

Cwiczenie 2

. . . , , . (a+b)? (a—b)? .
Uzupetnij kolejne kroki dowodu réwnoséci —— — ~—7— =ab,dlaa > 0ib > 0.

¢« a7
(a+b)* —(a—b)* = ab
Leaipel T el +2ab
e e
-,




Cwiczenie 3

Ocen prawdziwos$¢ kazdej z nierownosci, jeslia > 0ib > 0. Zaznacz prawidtowe
odpowiedzi.

a* — a?b? < a?b? — b4

2(a® —ab) +b* >0

O o 0O

4
2< o+ 1
25
D a Z 10 — o
Cwiczenie 4

lle jest par (a, b) liczb naturalnych a, b, dla ktérych spetniona jest nieréwnosc¢ “231’2 <1—ab

?

o O O O



Cwiczenie 5

Uzupetnij dowdd twierdzenia, przeciagajac w odpowiednie miejsca podane wyrazenia.

Twierdzenie:
2 a+b
I < ot

Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, prawdziwa jest nierownosc oI
a b

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

b2
o) (2] [ 2| [ 2
ab




Cwiczenie 6

Ustaw w odpowiedniej kolejnosci kolejne kroki dowodu nieréwnosci
5200 _ 4100 < 5100 _ 450

5100 52 ) °°

o (%)

(5100)2 B (450)2 < 5100 _ 450

(5100 _ 450) (5100 + 450) ~ 5100 _ 450

()" >1

5100 4 450 > 1 - nieréwno$¢ prawdziwa

5100 _ 450 <

(5100 _ 450) (5100 4 450) > 5100 _ 450 / (5100 _ 450)
5200 _ 4100 5100 _ 450

2550 > 450

Cwiczenie 7

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x wartos¢ wyrazenia

W = 2522 + (52 — 1)(5z + 1) — (52 + 1)® — (52 — 1)? jest liczba catkowita.

Cwiczenie 8

Wykaz, ze jesli a, b, ¢ s dowolnymi liczbami rzeczywistymi to
(a—0b)(a+b)—(c—b)(c+b)=(a—c)a+c).

O

114

O

114

O

O

214

112

112



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzorow skroconego mnozenia w dowodzeniu twierdzen
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

I. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a®> — b%, (a + b)3, (a — b)3,
3 3 n n
a’ —b’,a" —b".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 uzasadnia prawdziwos¢ twierdzenia, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia
» wykazuje prawdziwos¢ niektorych nierownosci

» porownuje liczby zapisane w postaci poteg

» uzasadnia poprawno$¢ dowodzonych twierdzen

 analizuje nietypowe problemy arytmetyczne i okresla strategie ich rozwigzania

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow



» rosngce plakaty
e zadania z kubka
» stoliki eksperckie

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow (uczniowie ci bedg petnili role ekspertéw na
lekcji) o zapoznanie sie¢ w domu z medium w sekciji ,Film samouczek” oraz z materiatem
z sekcji ,,Przeczytaj”.

Faza wstepna:

1. Uczniowie pracujg w grupach metodg rosnacych plakatow. Najpierw za pomoca burzy
mozgow przypominaja sobie wszystko, co wiedzg na temat twierdzen (budowa, rodzaje
dowodow, przyktady), a nastepnie przedstawiajg graficznie uzyskane wiadomosci.
Powstaly plakat uzupeinia w koncowej czesci zaje¢ o nowo uzyskane informacje. W ten
sposob plakat ,rozrosnie sie”.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w 3 grupach. Zapoznajg si¢ z samouczkiem przedstawiajacg sposob
dowodzenia nieréwnoS$ci. Zwracajg uwage na zastosowanie wzoroéw skroconego
mnozenia i wykorzystanie przyjetych zatozen.

2. Teraz przechodza do trzech stolikéw eksperckich.

Stoliki:

- pierwszy: Dowodzenie nierownosci

- drugi: Porownywanie liczb

- trzeci: Dowodzenie rownosci

Przy kazdym stoliku siedzi ekspert - uczen, ktory wczesniej zapoznat si¢

z rozwigzaniami zadan z grupy, ktorg okresla nazwa stolika (s3 to zadania z bloku
Przeczytaj). Kartki z zadaniami schowane sg w kubku.



Wskazany przez eksperta uczen losuje zadanie z kubka i probuje je rozwigzac,
objasniajgc przy tym na gltos wykonywane czynnosci. Pozostali cztonkowie grupy moga
mu podsuwac pomysly na rozwigzanie. Jesli w okreslonym czasie grupa nie upora sie
z zadaniem, moze poprosi¢ o pomoc eksperta.

3. Ostatnim elementem wspolnej pracy jest wzbogacenie rosngcych plakatow
o wiadomosci zdobyte w czasie zajec.

4. Uczniowie w parach wykonuja ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy omawiaja prace swoich grup, wskazuja na trudnosci, prezentuja wykonane
plakaty.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zaje¢
i zdobyte wiadomosci.

3. Nauczyciel ocenia prace uczniow - wskazuje na mocne i stabe strony.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcij.

Materialy pomocnicze:

» Drzialania na wyrazeniach algebraicznych - przykiady
» Drzialania na wyrazeniach algebraicznych - zadania

Wskazowki metodyczne:

Z filmem samouczkiem moze zapoznac si¢ jeden z uczniow w domu i w czasie zaje¢
zaprezentowac na tablicy poszczego6lne kroki dowodu, objasniajac je szczegotowo.


https://epodreczniki.pl/a/przyklady/DiDjdo3UG
https://epodreczniki.pl/a/zadania/Dt4knqVZj

