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Wiemy, ze nie kazdy jest wybitnym
rysownikiem, ktory przelewa na papier nawet
najdziwniejszy wyobrazony ksztalt. Sg jednak
rysunki niezwykle schematyczne i na ogot
wszyscy potrafimy je narysowac. Co ciekawe,
sa zazwyczaj do siebie dos¢ podobne. Wezmy
na przykiad takiego balwana. Wigkszo$¢ z nas
widzi go od razu jako zestaw trzech roznej
wielkoSci okregow utozonych na sobie. W jaki
sposob sg utozone? No wilasnie! Jak okregi
styczne zewnetrznie.

[ tym wilasnie zajmiemy si¢ w tym materiale.

Zrodto: Dustin Hart, dostepny w internecie: pixabay.com,
domena publiczna.

Twoje cele

» Poznasz warunki, jakie powinny zaistnie¢, aby okregi byly styczne zewnetrznie.



o Obliczysz wspotrzedne punktu stycznoSci.
o Zastosujesz warunek styczno$ci w zadaniach.



Przeczytaj

Rozwazmy dwa okregi: okrag o $rodku w punkcie O; = (aq,by) i promieniu dtugosci r
oraz okrag o $rodku w punkcie Oy = (as, by) i promieniu dtugosci rs.

Dwa okregi majgce dokladnie jeden punkt wspolny nazywamy stycznymi. Punkt wspolny
nazywamy wowczas punktem stycznosSci. Okregi moga by¢ styczne zewnetrznie lub
styczne wewnetrznie.

Okregi sg styczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odlegto$¢ srodkow okregow jest
rowna sumie dtugosci ich promieni:

|010;| = 71 + 13

Jest to warunek konieczny i wystarczajacy stycznosci zewnetrznej dwoch okregow.

Przyktad 1

Sprawdzimy, czy okregi o promieniach r1 = 10, r2 = 16, ktorych odlegto$¢ miedzy
srodkami wynosi 26, sg styczne zewnetrznie.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze zachodzi warunek |0102| = r1 + r2 = 10 4+ 16 = 26. Zatem okregi te sg
styczne zewnetrznie.

Przyktad 2

Sprawdzimy, czy okregi o réwnaniach (z + 5)° + (y — 3)* = 161
(z +2)° + (y + 1)® = 1 s3 styczne zewnetrznie.




Rozwigzanie

Okrag o rownaniu (z 4+ 5)° + (y — 3)* = 16 ma $rodek w punkcie O; = (=5, 3)
i promien dlugosci r; = 4.

Okrag o réwnaniu (z + 2)® + (y + 1)® = 1 ma érodek w punkcie Oy = (-2, —1)
i promien dtugosci ro = 1.

Obliczamy odlegtos$¢ srodkow tych okregow:

10,0,| = \/(—2 —(=5))? +(-1-3)* = \/32 + (—4)* = /25 = 5.
Zatem |O10;| = ro + r; =4+ 1 = 5, co oznacza, ze okregi sg styczne zewnetrznie.
Przyktad 3

Dany jest okrag K; o rownaniu z2 + 4z + y? + 4y + 7 = 0. Wyznaczymy rownanie
okregu K o $rodku w punkcie O = (4, 6) stycznego zewnetrznie do okregu K.

Rozwigzanie
Sprowadzamy réwnanie okregu K do postaci kanoniczne;j.
Po przeksztatceniach

etz 4y +4Ay+ 7=
=l tde+4—4+ P+ 4y+4—4+7=(2+2°+@w+2> -1

otrzymujemy:
(z+2)°+ (y+2)° =1
Stad: wspotrzedne $rodka okregu Kq: O1 = (—2, —2), a jego promien ma dtugos¢ r; = 1.

Rownanie okregu K o érodku w punkcie O = (4, 6) jest postaci (z — 4)* + (y — 6)* = 2

Okregi K i K s3 styczne zewnetrznie, wiec zachodzi warunek |OO; | = r + 7.

Aby obliczy¢ odlegtos¢ miedzy Srodkami okregow skorzystamy ze wzoru na odlegtos¢

dwoch punktow: |AB| = \/(J}B —z4) + (yp —ya)>.

Mamy wiec:

1004] = 1/ (4 — (=2))* + (6 — (~2))* = V& + 8 = V100 = 10,

Z warunku |OO;| = r + 7, wyznaczamy r:


javascript:void(0);

r=100¢| —7r; =10 — 1,codajer = 9.
Zatem rownanie okregu K ma posta¢: (z — 4)* + (y — 6) = 81.
Przyktad 4

Dane sg dwa okregi: K; o rownaniu 2 + y? + 2y — 3 = 0i K, o rownaniu
z? + y? — 8z — 4y + 19 = 0. Napiszemy rownanie okregu o najmniejszym promieniu,
stycznego zewnetrznie do okregow K i K.

Rozwigzanie

Srodek okregu stycznego zewnetrznie do okregow K i Ky 0 najmniejszym promieniu
dtugosci r jest wspolliniowy z punktami O, i O, zatem lezy na prostej O Ox.

Wyznaczymy wspotrzedne srodkow okregow K i Ko. W tym celu ich rownania

zapisujemy w postaci (z — a)® + (y — b)* = 7%

K22+ +2y—3=0

2+ +2y+1-1-3=0

24 (y+1)* =4

Ky:z?+y?—8x—4y+19=0

22 —8x+16—-16+y* —4y+4—-4+19=0

@4+ (y—2) =1

Okragg K7 ma $rodek w punkcie O; = (0, —1) i promien dtugosci r; = 2.
Okrag K, ma $srodek w punkcie Oy = (4, 2) i promien dtugosci ro = 1.
Okrgg K ma $rodek w punkcie O = (a, b) i promien dtugosci r.

Jezeli okregi K i K sg styczne zewnetrznie, to |O10| =1 +r =2+ .
Jezeli okregi K5 i K sa styczne zewnetrznie, to |O20| =19 + 7 =1+ 7.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.



Zauwazmy ze: A = (a,—1), B= (4,-1).

Tréjkat O BO, jest prostokatny, zatem skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
|01Bf* + |BOs|* = 0,0,

Poniewaz |O10| =r; +2r+r, =2+2r+1=3+2r, |0;B| =4i|BO,| = 3,to
42 4 3% = (3 +2r)?

25 = (3 + 2r)%,

stad 3 + 2r = 5, zatemr = 1.

Wyznaczamy teraz wspolrzedne srodka okregu K.

Zauwazmy, ze: |O1B| = 4, |BOy| = 3i|AO| = b+ 1.

Ponadto, gdyr = 1,t0|010| =2+ r =3,a|0:0| =1+ r = 2.

AO || BO,, zatem z twierdzenia Talesa mozemy zapisac:

|01B] 010y 45 1
1. 0 AT = 0,0 ,codaje — = g istada = +,

[A0| _ |BOy| |0 3. o
2. 1507 = 100, co daje “5— = £ istad [40| = 2.

Poniewaz |AO| = b+ 1,tob=|A0| —1=2 —1= 1.

Rownanie szukanego okregu: (w — T)z + (y — %) = 1.



Przyktad 5

Dany jest okrag K : z2 4+ y* = 4 i prostay = —4. Wykazemy, ze érodki okregow
stycznych do danej prostej oraz stycznych zewnetrznie do danego okregu naleza do
pewnej paraboli.

Rozwigzanie
Okrag K : 2° + y* = 4 ma érodek w punkcie O = (0, 0) oraz promien dtugoéci r; = 2.
Oznaczmy przez K, okrag styczny do okregu K i prostejy = —4, jego Srodek przez

S(z,y) a dtugos¢ promienia przez 7.

YA

Z warunku styczno$ci okregu Kj do okregu K7 mamy: |OS| =7y +r =2+ r, co
oznacza, ze promien okregu K, ma dtugos¢ r = |OS| — 2.

Dtugoséc¢ odcinka OS wynosi |OS| = /x? + y2, wiec r = /22 + 3% — 2.

Ze stycznosci okregu K5 o srodku S = (z,y) do prostejy = —4 wynika, ze

_|0cz+1y+4]
r=me - vt

Porownujac obydwa warunki mamy:

2+ —2=|y+4

1

stad |y + 4| + 2 = /22 + 2.

Zauwazmy, ze y > —4. Wobec tegoy + 6 = v/ x2 + 32,



Podnoszac obie strony rownosci do kwadratu otrzymujemy:
¥ + 12y + 36 = 2% + ¢/,
czyliy = 11—2:1:2 - 3.

Obrazem geometrycznym szukanego zbioru jest parabola okreslona wzorem
12
y= 352" —3.

Przyktad 6

Dany jest okrag o Srodku w punkcie A i promieniu dtugosci 4 oraz dwa okregi potozone
tak, jak na rysunku.

0%

Obliczymy obwod trojkata, ktorego wierzchotkami sg Srodki tych okregow.
Rozwigzanie

Okrag K 4 ma $rodek w punkcie A i promien dlugosci ry = 4.

Okrag K ma srodek w punkcie B i promien dlugosci rp.

Okrag K ma $srodek w punkcie C'i promien dtugosci r¢.

Obwod L trojkata ABC jest sumg dlugoéci jego bokow: L = |AB| + |BC| + |CA|.
Okregi K 4 i Kp sg styczne wewnetrznie, wiec |AB| =r4 —rg =4 — rp.

Okregi K 4 i K¢ sg styczne wewnetrznie, wiec |[CA| =r4 —rg =4 — r¢.


javascript:void(0);

Okregi K i K¢ sg styczne zewnetrznie, wiec | BC| = rp + r¢.
ZatemL =4—rg+4—rgc+rg+rc=_8.

Obwdd trojkata przedstawionego na rysunku wynosi 8.

Stownik

okrag o srodku O i promieniu dtugosci r

zbior wszystkich punktéw P plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu O jest rowna r
okregi styczne zewnetrznie

dwa okregi sg styczne zewnetrznie, gdy odlegtos¢ srodkow tych okregow jest rowna

sumie dtugosci ich promieni



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca okregi styczne zewnetrznie, a nastepnie rozwiaz
polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1CafZDVI

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego okregow zewnetrznych stycznie na
plaszczyznie kartezjanskie;j.

Polecenie 2

Sprawdz, czy okregi (z — 1)* + (y — 4)® = 81i (z — 6)° + (y + 8)° = 16 s3 styczne
zewnetrznie.

Polecenie 3

Okregi 22 + (y — 1)> = 4iz? + (y + 4)® = 9 sa styczne zewnetrznie. Oblicz wspétrzedne
punktu stycznosci.



https://zpe.gov.pl/a/D1CafZDVI

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Dane s3 dwa okregi styczne zewnetrznie: K o srodku w punkcie O7 i promieniu r; oraz K

o $srodku w punkcie Oy i promieniu r5. Wiadomo, ze |O10;| = 23 oraz r; = 15. Jaka dtugo$é¢
ma promien okregu O,? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O rp=8
O 7"2218
O 7“2—28

O 7“2:38

Cwiczenie 2 @)

Potacz w pary rownania okregéw z dtugoscia ich promieni tak, aby byty to okregi styczne
zewnetrznie.

(z+1)° + (y — 3)° —7“1 oraz
(z+1)°+ (y+1)* =rf

7'121;),7"2:2

wolro

2 —4)2 = p2
oty =dF o P
(z+1)°+(@y-4)" =ry

(z+1)+4y° =r2oraz

— 30
(m—1)2+y2=7°22

— 35

|
=
=
o

r =

(z+5)° + (y—1)° =r2oraz
(04 5) + (y+2)" =1

|~

r=%,r2=0,6




Cwiczenie 3

Jaka dtugo$¢ powinien mie¢ promien okregu o srodku w punkcie O = (2, 0), aby byt on
styczny zewnetrznie do okregu o réwnaniu z? + y2 + 2z — 6y + 2 = 0? Przeciagnij
poprawna odpowiedz w puste pole.

‘5\/5"8+3\/§"\/§"8—3\/§’

Cwiczenie 4

Dany jest okragg K1 o rdwnaniu z? + y2 — 10z — 2y 4+ 10 = 0. W wyznaczone miejsca wpisz
odpowiednie liczby catkowite.

1. Okrag K jest styczny zewnetrznie z okregiem o rownaniu 2 + (y — 13)2 — 72, gdyr =

2. Okrag K jest styczny zewnetrznie z okregiem o réwnaniu (x + 7)2 + (y — 6)2 = 72,

gdy r :‘ ’

3. Okrag K jest styczny zewnetrznie z okregiem o réwnaniu (x — 2)2 + (y+ 3)2 =r?

gdy r :‘ ’




Cwiczenie 5

Dany jest okrag K o réwnaniu 2 + 3? = 9.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

0 Punkt stycznosci okregu K z okregiem o réwnaniu (z + 6)° + (y — 8)° = 49 ma

wspotrzedne (— %, % )

0 Okrag K jest styczny zewnetrznie z okregiem o rownaniu
(x—3)°+ (y+4)* =12 gdyr = 2.

Punkt stycznosci okregu K z okregiem o réwnaniu (z + 3)* 4 (y — 4)> = 4 ma
wspotrzedne (—2, \/5)

Okrag K jest styczny zewnetrznie z okregiem o rownaniu
D 2 2 _ .2 _ \/_
(z+1)"+(y—1)"=r*gdyr=3—v2.

Cwiczenie 6

Dany jest okrag K7 o réwnaniu (z — 8)2 + 1% = 100 oraz okrag K5 o réwnaniu
(x — a)2 + (y+ 15)2 = r2. Srodek okregu K lezy na prostej o réwnaniu y = —z — 15.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Okrag K jest styczny zewnetrznie z okregiem Ko, gdy r = 7.

(=}

[ ] Punkt stycznosci okregu K z okregiem Ky ma wspétrzedne ( 51’ , —%).

EN|

(] Srodek okregu K, ma wspétrzedne (—30, 15).



Cwiczenie 7 @

Okregi o réwnaniach: 2% + y? = 40 oraz 2> + v + 24z — 8y + 120 = 0 s3 styczne
zewnetrznie. Jakie wspotrzedne ma punkt stycznosci tych okregéw? Zaznacz poprawna
odpowiedz.

O (—2\/5, 2\/5)
o (o

Q (_6’2)
O (2,-6)

Cwiczenie 8 O

Dany jest okrag K1 o réwnaniu (z + 7)2 + y2 = 25 oraz okrag K> o réwnaniu
z? + 32 — 34z — 14y + 238 = 0.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

0 Réwnanie okregu o najmniejszym promieniu stycznego zewnetrzne do okregow K
i Ky ma postac (z — 2,6)° + (y — 2,8)” = 25.

(] Okrag K jest styczny zewnetrznie z okregiem K.
(] Odlegtos¢ miedzy $rodkami tych okregdw wynosi 25.

(] Punkt stycznosci tych okregdw ma wspétrzedne (%, _1T19)-



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okregi styczne zewnetrznie na plaszczyznie kartezjanskiej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje si¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,

w tym wyznacza roOwnanie prostej o zadanych wiasno$ciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, rownolegtos¢ lub
prostopadio$¢ do innej prostej, stycznos$¢ do okregu;

3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktéw w ukladzie wspotrzednych,;
4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (z — b)* = 2.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolnej;
2) znajduje punkty wspolne dwoch okregow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:



« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

e kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

« zna warunek konieczny i wystarczajacy stycznosci zewnetrznej dwoch okregow

» wykazuje stycznos$¢ zewnetrzng dwoch okregow

 planuje czynnosci majgce doprowadzi¢ do wyznaczenia wspotrzednych punktu
styczno$ci dwoch okregow

« wykorzystuje warunek konieczny i wystarczajacy stycznosci zewnetrznej dwoch
okregow w rozwigzaniach zadan

» ksztalci umiejetnos$¢ stosowania metod geometrii analityczne;j

e zzaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac si¢ poznanymi twierdzeniami
i definicjami

« analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

burza mozgow

rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animaciji i ¢wiczen interaktywnych

pokaz multimedialny

rozwigzywanie zadan pod kontrola nauczyciela
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu
 tablica interaktywna/rzutnik multimedialny
o e—-podrecznik



Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominajg rownanie okregu.
2. Uczniowie podaja warunek stycznosci wewnetrznej dwoch okregow.
3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Metodg ,burzy mozgow” uczniowie podajg warunek jaki musi by¢ spetniony, aby okregi
byty styczne zewnetrznie.
2. Warunek konieczny i wystarczajacy zostaje zapisany na tablicy przez chetnego ucznia.
3. Nauczyciel prezentuje animacie.
4. Na forum catej klasy uczniowie omawiajg rozwigzania zadan przedstawionych
w animaci.
5. Uczniowie, w parach, rozwiazuja zadania znajdujace sie pod animacja.
6. Chetni uczniowie, podajg rozwigzania zapisujac je na tablicy.
7. Nauczyciel zwraca uwage na poprawnosc¢ zapisu i jego estetyke, wyjasnia
niezrozumiate dla uczniéw elementy.
8. Nauczyciel prosi ucznioéw aby zapoznali si¢ z przyktadem 4. zawartym w sekcji
LPrzeczytaj
9. Uczniowie na forum catej klasy omawiajg rozwigzanie wskazujgc na zastosowane
twierdzenia Pitagorasa i Talesa.
10. Nauczyciel prosi uczniow aby zapoznali si¢ z przykladem 5. zawartym w sekcji
LPrzeczytaj’
11. Uczniowie na forum catej klasy omawiajg rozwigzanie wskazujac na zastosowanie
warunku stycznos$ci okregu do proste;j.
12. Nauczyciel prosi uczniow o rozwigzanie wskazanych ¢wiczen interaktywnych.
13. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia
interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Chetni uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.

2. Uczniowie formutujg warunek konieczny i wystarczajacy stycznosci wewnetrznej
dwoch okregow.

3. Uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

4. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:



Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaly rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:

o Wzajemne potozenie dwoch okregow
e Zadania

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze poprosi¢ uczniow aby zapoznali si¢, przed lekcja, z animacja, usprawni to
prace na lekcji.
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