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Zrodto: dostepny w internecie: https:/commons.wikimedia.org/, domena publiczna.

Potegowanie zwykle kojarzy si¢ z uzyskiwaniem duzych liczb. Ma to miejsce w pewnych
szczegolnych przypadkach, ale nie jest reguta. W wyniku potegowania mozemy otrzymac
rowniez liczby bardzo mate. Wynik potegowania zalezy od podstawy potegi oraz od jej
wyktadnika. Naszym gtownym celem jest nauczy¢ si¢ porownywac ze sobg potegi o takich
samych podstawach. Do tego celu postuzymy si¢ wykresami réznych funkcij.

Twoje cele

» Stworzysz wykresy funkcji wyktadniczych.
e Rozpoznasz wykresy funkcji wyktadniczych.
» Wyciggniesz wnioski na temat monotonicznosci funkcji wyktadniczych.

e Porownasz ze sobg potegi o takich samych podstawach.



Przeczytaj

Zaczniemy od poréwnywania ze sobg poteg o tych samych podstawach.
Przyktad 1
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Aby rozwigza¢ powyzsze zadanie, mozesz po prostu wykonac obliczenia:
3" =81,30 =129

Zatem 3% = 81 < 729 = 36

Podobnie w pozostatych przypadkach.

To zadanie mozemy tez rozwigzac¢ inaczej. W tym celu skorzystamy z wykresow funkcji
wyktadniczych.

Funkcja wyktadnicza okreslona jest wzorem:
f(z) =a",z €R,a € (0;1)U(1;400).

Przyktadowe wykresy funkcji wyktadniczych zobaczysz, wykorzystujac widzet “Funkcja
wyktadnicza”.

Zwro¢ uwage, ze w tym widzecie niektore rozne ustawienia parametrow p i g generujg ten
sam wykres. Na przyktad dlap = 21i ¢ = 1 otrzymamy ten sam wykrescodlap =4iq = 2
i jest to wykres funkcii

o= (3) -

Oczywiscie dzieje si¢ tak dlatego, ze

4 2

2 1

Do rozwigzania Przykladu 1 mozemy postuzy¢ si¢ wykresami odpowiednich funkcji. Aby
poréwnac ze sobg liczby 3% i 3%, ustaw wartoéci suwakoéw tak, aby podstawa potegi miata


javascript:void(0);

warto$¢ 3, np. p = 6, ¢ = 2, za§ argumenty x; = 4, x» = 6. Z wykresu odczytaj, ktora liczba
ma wiekszga wartoSc:

f(z1) = £(4) = 3% czy f(z2) = f(6) = 3°.

Analogicznie mozesz postgpi¢ w pozostatych przypadkach.

Badanie monotoniczno$ci potegowania to po prostu analiza zachowania wartosci pewnych
wyrazen w zaleznosci od zmiany argumentow. Zdanie “Przy statej podstawie wiekszejod 1
potega jest tym wieksza, im wigkszy jest wyktadnik” mozna byloby wypowiedzie¢
nastepujaco: “Dla podstawy wiekszej od 1 funkcja wykladnicza jest rosngca”. Analogicznie
zdanie “Przy stalej podstawie z przedziatu (0, 1) potega jest tym mniejsza, im wigkszy jest
wyktadnik” mozna byloby wypowiedzie¢ nastepujaco: “Dla podstawy z przedziatu (0, 1)
funkcja wyktadnicza jest malejaca”

Twierdzenia mozna uzasadni¢ nie odwotujac sie do wykresow funkeiji. Jesli liczbe wigkszg
od 1 podnosimy do potegi o wyktadniku naturalnym, to w istocie mnozymy liczbe wigkszg
od 1 przez liczbe wigksza od 1, co powoduje, ze iloczyn sie zwieksza. Jesli liczbe dodatnig
mniejszq od 1 podnosimy do potegi o wyktadniku naturalnym, to w istocie mnozymy liczbe
dodatnia mniejszg od 1 przez liczbe dodatnig mniejsza od 1, co powoduje, ze iloczyn sie
zmniejsza.

Duzo trudniej wyciggnac¢ ogolne wnioski w przypadku poteg o ujemnych podstawach.
Funkcje wyktadnicze w ogole nie dopuszczajg ujemnych podstaw, zas poréwnanie dwoch

konkretnych poteg o ujemnych podstawach zazwyczaj wymaga chwili zastanowienia.
Przyktad 2

Aby porownac liczby
(=5)"i(=5)",

mozemy zauwazyc, ze obie liczby sg ujemne, w zwigzku z czym ta jest wieksza, ktore;
wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza (na osi liczbowej lezy blizej zera). Poniewaz

511 < 513 wiec (—5)'" > (=5)".

Aby porownac liczby

2\ 15 2\ 13
— — 1 — — ,
5 5
mozemy zauwazyc¢, ze obie liczby sa ujemne, w zwigzku z czym ta jest wigksza, ktorej
wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza (na osi liczbowej lezy blizej zera). Poniewaz

9 15 9 13
(5) <(5) e
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(3) - (5)

Przyktad 3
Uporzadkuj liczby w kolejno$ci rosngce;j:

142

= ()= () o= () on= (v8) = (v8)

Aby rozwigza¢ zadanie, przypomnijmy tresc¢ twierdzenia, ktore orzeka, ze jesli podstawa
potegi jest wigksza od 1, to potega jest tym wieksza, im wigkszy jest wyktadnik.

Poniewaz v/3 > 1, wiec wystarczy poréwna¢ wyktadniki podanych poteg. Zauwazmy, ze:
2vV/2~ 2,81 +vV2~24r~3,14— /2~ —1,4

Zatem —v/2 < —1 < 14+ +/2 < 24/2 < m. Wobec tegon < p <l < k < m.
Przyktad 4

Aby porownac potegi, czasami warto najpierw sprowadzic¢ je do takiej postaci, aby miaty

takie same wyktadniki lub podstawy. Na przyktad aby poréwnaé liczby 10248 i 812,

mozemy je najpierw przeksztalci¢, korzystajac z wiasnosci poteg:
1024° = (210)° = 280

8120 — (34) 20 _ 380

Teraz mozna bez trudu rozstrzygnac, ze

81% > 1024°,bo 3% > 280,

Aby porownac liczby

1 —47
(2—7> i234%8

mozemy je najpierw przeksztatci¢, korzystajac z wlasnosci poteg.

1\ ¥ —47
<2_7) _ (3—3) _ gl4l

23428 _ (35)28 _ 3140

Teraz tatwo zauwazy¢, ze

1 —47
(2—7) > 2342 bo



| 3141 > 3140

Stownik
funkcja wyktadnicza

funkcja opisana wzorem f(z) = a”,z € R,a € (0,1) U (1, +00)
monotonicznos$¢ potegowania

zachowanie wartosci funkcji wyktadniczej w zaleznosci od zachowania argumentow.

Monotonicznos$¢ funkeji wyktadniczej mozna scharakteryzowa¢ dwoma zdaniami: Przy
stalej podstawie wiekszejod 1 potega jest tym wieksza, im wigkszy jest wyktadnik; przy
statej podstawie z przedziatu (0, 1) potega jest tym mniejsza, im wiekszy jest wyktadnik




Aplet

Funkcja wyktadnicza

Korzystajac z suwakow p i ¢, mozesz naszkicowac wykresy roznych funkeji wyktadniczych.
Korzystajgc z tych wykresow, okresl monotoniczno$¢ funkcji o podanych nizej wzorach.
Dziedzing kazdej z nich jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

Mowimy, ze funkcja f jest rosnaca, jesli wraz ze wzrostem argumentdéw rosng rowniez
wartosci funkciji.

Mowimy, ze funkcja f jest malejaca, jesli wraz ze wzrostem argumentéw malejg warto$ci
funkcii.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DgmzdZ0LL

Polecenie 1
Okresl monotonicznos$¢ funkcji o podanych wzorach.

Funkcja rosnaca Funkcja malejaca

f(z) = 5° O O

O O
) S e
O O


https://zpe.gov.pl/a/DqmzdZ0LL

Polecenie 2

Korzystajac z widzetu “Funkcja wyktadnicza”, potacz w pary wzory funkcji i ich wykresy.
Dziedzing kazdej z ponizszych funkcji jest R.

o) = & )= (3)  f@-w ko) = (

Polecenie 3

Uzupetnij twierdzenia.

Sposréd dwéch poteg o tych samych podstawach wiekszych od 1 ta jest wieksza, ktérej

wyktadnik jest ‘ ’

Sposrod dwoch poteg o tych samych podstawach z przedziatu (0, 1) ta jest wieksza, ktdrej

wyktadnik jest ‘ ’




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @
Korzystajac z apletu “Funkcja wyktadnicza”, potgcz w pary wzory funkcji i ich wykresy.
Dziedzing kazdej z ponizszych funkcji jest R.

flz) =37 )= (

Cwiczenie 2 @

Poréwnaj liczby. Wstaw jeden ze znakéw: <, > lub =.

Pierwsza liczba Znak poréwnania Druga liczba
5v2 5v3
9\ 100 9\ 106
(5) (5)
3\ 10 3\ 20
(2) (1)




Cwiczenie 3

Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej:
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Cwiczenie 4

Uporzadkuj w kolejnosci malejace;j:
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Cwiczenie 5

Porownaj liczby. Wstaw jeden ze znakow: <,> lub =.

Pierwsza liczba Znak poréwnania

10248

—47
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Cwiczenie 6

Zaznacz wszystkie prawdziwe rownosci.

O (92)3:96
] 0;)%75 — 0,04
= (E) -

96 9\°
- () (5)
O 6—12—1

Druga liczba

8120

24328
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Cwiczenie 7

Porownaj liczby. Wstaw jeden ze znakéw: <, > lub =.

Pierwsza liczba

Cwiczenie 8

Uporzadkuj rosnaco liczby:

Znak poréwnania

Druga liczba

L1 2
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114

114



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Czy potega jest potezna? Monotoniczno$¢ potegowania

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

5) stosuje wlasnosci monotonicznos$ci potegowania, w szczegolnosci wiasnosci: jesli x < y
oraza > 1,toa* < a’,zas§gdyx <yil0<a< 1 toa* >a’.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
Cele operacyjne:

Uczen:

» tworzy wykresy funkcji wyktadniczych.

 rozpoznaje wykresy funkcji wyktadniczych.

e wycigga wnioski na temat motonicznosci funkcji wyktadniczych.
e porownuje ze soba potegi o tych samych podstawach.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
e mapa skojarzen;
o dyskusja;



e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem medium bazowego i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do internetu, stuchawki;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg zaje¢:
Faza wstepna

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie zawarte w temacie lekcji: Czy potega zawsze jest
potezna? Uczniowie pracuja metodq burzy mozgow i przedstawiajg swoje propozycije.
Moderator zapisuje je na tablicy w formie mapy skojarzen. Po fazie tworczej nastepuje
weryfikacja pomystow. Chetny/wybrany uczen podsumowuje prace klasy. Nauczyciel
czuwa nad poprawnoscia i w razie potrzeby uzupetnia informacje.

2. Nauczyciel przedstawia cel zaje¢: Zbadacie monotonicznos¢ funkcji wyktadniczej oraz
nauczycie sie porownywac ze sobg potegi o tych samych podstawach.

Faza realizacyjna

1. Uczniowie poréwnujg ze sobg potegi o tych samych podstawach, postugujac sie
wykresami funkcji wyktadniczej. Korzystajag w tym celu z apletu umieszczonego

w e-materiale. Analizujg Przyklad 1i Polecenie 2 z tekstu e-materiatu oraz ich wyjasnienie.
Nastepnie wykonujg ¢wiczenia 1i 2 z bloku ¢wiczen interaktywnych.

2. Uczniowie na podstawie tresci e-materiatu analizujg, jakie elementy poteg wplywaja na
monotoniczno$¢ potegowania. Nauczyciel czuwa nad przebiegiem dyskusji i poprawnoscia
formutowanych wnioskow. Rozumowanie uczniow powinno zmierza¢ do twierdzenia, ze
jesli podstawa potegi jest wigksza od 1, to potega jest tym wieksza, im wigkszy jest
wyktadnik.

3. Nauczyciel pyta uczniow, czy mogg podobne wnioski wysnu¢ w przypadku poteg
o ujemnych podstawach. Prosi uczniow o przeanalizowanie Przykladu 2. Uczniowie
przedstawiaja swoje propozycje. Nauczyciel czuwa nad poprawnoscia rozumowania.
Uczniowie powinni doj$¢ do wniosku, ze w przypadku poteg o ujemnych podstawach ta



liczba jest wieksza, ktorej wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza (na osi liczbowej lezy blizej
zera).

4. Uczniowie w 4 grupach rozwiazuja ¢wiczenia 3-6. Ta grupa, ktora wykona poprawnie
prace jako pierwsza, jest nagradzana przez nauczyciela oceng za aktywnoSc.

Faza podsumowujgca

1. Na zakonczenie zaje¢ nauczyciel zadaje uczniom pytania: Ktore etapy badania
monotonicznos$ci funkcji wyktadniczych byly dla was tatwe, a ktore trudne? Jak mozecie
praktycznie wykorzysta¢ wiadomosci o poréwnywaniu poteg i monotonicznosci funkcii
wykladniczych oraz umiejetnosci, ktore dzi$§ zdobyliscie? Chetni /wybrani uczniowie
podsumowuja zajecia.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 71 8.

Materialy pomocnicze:

Funkcja wyktadnicza i jej wtasnoSci. Przeksztatcanie wykresu funkcji wykladniczej
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg przeanalizowac tres¢ multimedium bazowego jako prace witasng przed
lekcjg lub po niej, jako podsumowanie.
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