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Przyktady wyznaczania zbioru wartosci funkcji opisanej
= wzorem

Zrédto: Hans, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Wiemy, ze funkcje mozemy opisywac¢ na wiele sposobow. Potrafimy wyznaczac zbior
wartosci funkcji opisanej za pomoca grafu, zbioru par uporzadkowanych, tabelki, wykresu
lub opisu stownego.

W jaki sposob mozna wyznaczy¢ zbior wartosci funkcji opisanejza pomocg wzoru?

Czy zawsze musimy oblicza¢ wartosci funkcji dla wszystkich elementow dziedziny?

W jaki sposob mozemy sprawdzi¢, czy podana liczba nalezy do zbioru wartosci funkciji?

Odpowiedzi na te pytania znajdziemy w ponizszym materiale.

Twoje cele

» Wyznaczysz zbior wartosci funkcji, gdy funkcja bedzie opisana za pomocg wzoru.
e Sprawdzisz, czy podana liczba moze by¢ wartoscig funkcji.
» Udowodnisz, ze podana liczba jest elementem zbioru wartosci funkciji.




Przeczytaj

W jaki sposob mozemy wyznaczy¢ zbior wartosci funkcji opisanejza pomoca wzoru? Sposob
wyznaczania zbioru wartosci funkcji opisanej za pomocg wzoru zalezy od tego jakim
zbiorem jest dziedzina funkciji.

Zajmiemy sie wyznaczaniem zbioru wartosci funkcji opisanej za pomocg wzoru.
Pomoga nam ponizsze przyktady.

Przyktad 1

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca wzoru.

f(z) = —2z + 3,gdziex € {-2, — 1,0, 1, 2, 3}.

Rozwigzanie:

Dziedzina jest zbiorem skonczonym. Obliczamy wartoS$ci funkcji dla wszystkich liczb
nalezgcych do dziedziny funkcii.

f(-2)=-2-(-2)+3=4+3=7
f(-1)=-2-(-1)+3=2+3=5

f(0)=-2.-0+3=3

fl)=-2-1+3=1

f2)=-2-24+3=-4+3=-1
f3)=-2-3+3=-6+3=-3

Zatem zbiorem wartos$ci funkciji f jest zbior {—3, — 1, 1, 3, 5, 7}.
Zapisujemy ZW; ={-3, —1, 1, 3, 5, 7}.

Przyktad 2

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca wzoru.
f(z) = =3z + 2, gdzie z € (-3, 3).

Rozwigzanie:

Wyznaczenie zbioru wartosci funkcji na podstawie jej wzoru jest zazwyczaj dos¢ trudne.
Z tego wzgledu, aby wyznaczy¢ zbior wartosci funkcji korzystamy z wykresu funkcii.



javascript:void(0);

W celu naszkicowania wykresu funkcji f wykonamy tabelke czes$ciowa.
x -3 —2,5 -1 0 1 2,5 3
f(z) 11 9,5 5 2 -1 —5,5 -7
Obliczmy wartosci funkcji dla wybranych liczb z dziedziny.
f(=3)=-3-(-3)+2=9+2=11
f(—2,5) =—-3-(—25)+2=75+2=9,5
f(-1)=-3-(-1)+2=3+2=5
f(0)=-3-0+2=2
fA)=-3-1+2=-3+2=-1
f(25)=-3-254+2=-75+2=-55
f3)=-3-3+2=-9+2=-7

Naszkicujmy wykres tej funkciji.
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Wykresem funkcji f(z) = —3z + 2dlaz € (—3, 3) jest odcinek.

Zbioér wartoéci odczytujemy na osi pionowej Y. Zbiorem warto$ci funkcji f jest przedziat
(=7, 11).

Zapisujemy ZW; = (=7, 11).



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dv4ESFA79
Przyktad 3

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca wzoru.

f(z) = -5z +1,gdyz € R.

Rozwigzanie:

Funkcja f(xz) = —5z + 1, gdy = € R, jest okreslona dla kazdego z rzeczywistego, czyli jej
zbiorem wartosci bedg wszystkie liczby rzeczywiste bedgce wartoSciami wyrazenia
algebraicznego —5z + 1. Bedg to rowniez wszystkie liczby rzeczywiste.

Zapisujemy ZW; = R.


https://zpe.gov.pl/a/Dv4E5FA79

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dv4ESFA79
Przyktad 4

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f opisanejza pomoca wzoru.

f(z) = vz +2 gdyz € (-2, 00).

Rozwigzanie:

Mozemy wykonac¢ to dwoma sposobami.

Sposéb pierwszy - naszkicujemy wykres funkcji f i z wykresu odczytamy zbior wartosci
funkciji.
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https://zpe.gov.pl/a/Dv4E5FA79

Sposéb drugi - funkcja f(x) = v/ + 2, jest okreélona dla kazdego z > —2. Wartoéé
wyrazenia v/ & + 2 jest zawsze liczbg nieujemna. Z tego faktu wynika, ze zbiorem
warto$ci funkciji f jest przedziat (0, co).

Zapisujemy ZW; = (0, 00).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/Dv4ES5FA79
Przyktad 5

Wyznaczymy zbior wartos$ci funkcji f opisanejza pomoca wzoru.

f(z) = 2z% + 1, gdzie z € R.

Rozwigzanie:

W celu wyznaczenia zbioru wartosci funkcji f naszkicujemy wykres funkcji.


https://zpe.gov.pl/a/Dv4E5FA79

Zbiorem warto$ci funkcji f jest przedzial (1, o).

Zapisujemy ZW; = (1, 00).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dv4ESFA79
Przyktad 6
Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru.

f(z) = 2*! gdzie z € R.


https://zpe.gov.pl/a/Dv4E5FA79

Ktora, z podanych liczb nalezy do zbioru wartosci funkcji {—2, — 3, 1, 2, 4}?
Rozwigzanie:
Mozemy wykonac¢ to dwoma sposobami.

Sposdb pierwszy - naszkicujemy wykres funkcji f, z wykresu odczytamy zbior wartos$ci
funkciji i sprawdzimy, ktora z podanych liczb nalezy do tego zbioru.
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Do zbioru wartosci funkcji naleza liczby rzeczywiste dodatnie. Z tego wynika, ze do
zbioru wartoéci funkcji f naleza liczby {1, 2, 4}.

Sposdb drugi - sprawdzimy, rozwigzujac odpowiednie réwnanie, czy podana liczba
nalezy, czy nie nalezy do zbioru warto$ci funkcji f. Jezeli rozwigzaniem réwnania bedzie
liczba nalezaca do dziedziny funkcji f, to podana liczba bedzie nalezata do zbioru
wartosci funkciji f.

2771 — _2 - otrzymali$émy réwnanie sprzeczne, poniewaz warto$¢ potegi jest zawsze
liczbg dodatnig, gdy podstawa potegi jest liczbg dodatnig. Stad wniosek, ze liczba —2 nie
nalezy do zbioru wartosci funkcji f.

271 — —% - otrzymaliSmy rOwnanie sprzeczne, poniewaz warto$¢ potegi jest zawsze
liczbg dodatnig, gdy podstawa potegi jest liczbg dodatnia. Stad wniosek, ze liczba — % nie
nalezy do zbioru wartos$ci funkciji f.

2r 1 =1
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2$71:20
r—1=0

x = 1 - otrzymana liczba nalezy do dziedziny funkcji f. Stad wnioskujemy, Ze liczba 1
nalezy do zbioru wartosci funkcji f.
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x = 2 - otrzymana liczba nalezy do dziedziny funkciji f. Stad wnioskujemy, Ze liczba 2
nalezy do zbioru wartos$ci funkciji f.
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x = 3 - otrzymana liczba nalezy do dziedziny funkcji f. Stad wnioskujemy, ze liczba 4
nalezy do zbioru warto$ci funkciji f.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dv4ESFA79

Wazne!


https://zpe.gov.pl/a/Dv4E5FA79

Podsumujmy wiadomosci dotyczace sposobu wyznaczania zbioru wartosci funkciji
opisanejza pomoca wzoru.

« Jezeli funkcja opisana jest za pomoca wzoru i dziedzing funkcii jest zbior skonczony
sktadajacy sie z niewielkiej liczby elementow, to zbior wartosci funkcji wyznaczamy
obliczajgc wartosci funkciji dla wszystkich elementoéw dziedziny funkcii.

 Jezeli funkcja opisana jest za pomocg wzoru i dziedzing funkciji jest zbior
nieskonczony, to korzystamy z wykresu funkcji do wyznaczania zbioru wartosci
funkcii.

Stownik

zbior wartosci funkcji

zbidr liczb, ktore otrzymujemy w wyniku obliczenia wartoSci funkcji dla wszystkich jej
argumentow



Film samouczek

Polecenie 1

Przeanalizuj uwaznie przyktady przedstawione w materiale filmowym. Sprébuj najpierw
samodzielnie je rozwigzac, a nastepnie poréwnaj swoje rozwigzania z podanymi w filmie.

Wykonaj przedstawione ponizej polecenia.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxEaiBgR

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcejwyznaczania zbioru wartosci funkciji.

Polecenie 2

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(z) = % gdzie z € R — {0}.
Wyznacz jej zbiér wartosci.

Polecenie 3

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(x) = z? — 3, gdziex € R.

Sprawdz, czy do zbioru wartosci funkcji nalezg liczby —5, —4, 0, 2, 4.


https://zpe.gov.pl/a/DxEaiBqR

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(z) = 3 - |z| + 2, gdzie
xz € {-5,-3,—1, 0,1,2,3}. Wskaz zbiér wartosci tej funkcji.

ZW; = {2,4,6,9,13,15}

ZW; = {2,5,8,11,17}

o O O

ZW; = {2,4,6,8,12, 15}
O ZW; ={2,4,6,9,12,15}
Cwiczenie 2 ¢

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = 3 — 2z, gdziex € {—3,—2,—1,0, 1, 2}. Pogrupuj
podane liczby.

Zbidér wartosci funkcji f sktada sie z liczb:

2] (5] (= (=) (=) [4)

3]sl

Liczby, ktére nie nalezg do zbioru wartosci
funkcji f:




Cwiczenie 3

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(x) = % gdziex € {%, %, 1,3, 6}. Wskaz zbior
wartosci tej funkcji.

O {3,1,3,9,18}
O {3,1,3,9,27}
O {3,1,3,9,27}
O {3,1,6,9,27}

Cwiczenie 4

Funkcja f jest okre$lona wzorem f(a:) =2 — 22 gdziex € {—2, —/3,4/3,3,v 10}.
Pogrupuj podane liczby.

Zbidr wartosci funkcji f sktada sie z liczb:

HIEIENEE]
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Liczby, ktore nie naleza do zbioru wartosci funkcji f:




Cwiczenie 5

Zbiorem wartosci funkcji f(zr:) = = jest ZW; = {—1,0 L4 2}. Wskaz dziedzine tej

funkciji. . o
O Dy={1,2,0,7,4}

O Dy={-1,-2,0,-4,4)

O Dy={-13.0.%,-4)

O Dy={-1,2,0,%,4}

Cwiczenie 6

Potacz w pary funkcje i odpowiadajace im zbiory wartosci.

f(z) = |z — 15| + 2, Dy = (10, +c0) ZW;s = (0,2)
f(2) = v32—6,D; = (2,3%) ZW; = (2,+00)
f(z)=2-2°Df=R ZW; = (2, +00)

f(z) = +.Dr=(0,73) ZWs = (—00,2)



Cwiczenie 7 @

Dana jest funkcja f(x) = 3z — 1, gdzie € Z. Ktére z podanych liczb sg wartosciami funkgji

f?
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Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcja f(a:) =222 — 1, gdzie x € Q. Ktére z podanych liczb s3 wartosciami
funkcji f?

O -2
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Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przyklady wyznaczania zbioru wartosci funkcji opisanej wzorem
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzordw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrodta informaciji lub
kilku zrodet informacii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza zbior wartosci funkcji, gdy funkcja jest opisana za pomocg wzoru
» sprawdza, czy podana liczba moze by¢ wartoscig funkciji
« udowadnia, ze podana liczba jest elementem zbioru wartosci funkciji

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e metaplan
o dyskusja

Formy pracy:

e pracaindywidualna

e pracaw parach

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz ustala z uczniami kryteria osiggni¢cia
sukcesu.

2. Uczniowie, podzieleni na trzy grupy, biorg udziat w konkursie zadaniowym. Kazda
grupa rozwiazuje jedno zadanie dotyczgce sposobu wyznaczania zbioru wartosci
funkciji opisanej za pomocg tabelki, zbioru par uporzadkowanych lub opisu stownego.

Przyktadowe zadania:
a) Funkcja f opisana jest za pomoca zbioru par uporzadkowanych. Wyznacz jej zbior
wartosci.
{(=2; —4), (-0,2; 1,7), (0,65 2,4), (3,8; 7), (7,9; 11)}
b) Funkcja f opisana jest za pomocg tabelki. Wyznacz jej zbiér wartosci.
x -3 —2 -1 0 2 3
f(z) —6 —4 —2 0 4 6

c¢) Funkcja f przedstawiona jest za pomoca opisu stownego. Wyznacz jej zbiér wartosci.
Funkcja f kazdejliczbie naturalnej z, takiej, ze = € (25, 48), przyporzadkowuje reszte
z dzielenia liczby x przez 6.

3. Uczniowie, nalezacy do grupy, ktora najszybcieji najlepiej rozwigzata zadanie otrzymuja
stopien bardzo dobry.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie analizuja przyktady zamieszczone w sekcji ,Przeczytaj



2. Po uplywie wyznaczonego czasu taczg si¢ w pary i dyskutuja na temat sposobow
ustalania zbioru wartosci funkcji. Nastepnie, podzieleni na dwie grupy, uzgadniaja
whnioski i przedstawiajg je na forum klasy.

3. Uczniowie, po uzgodnieniu wnioskow, tworzg metaplan zawierajacy sposoby okreslania
zbioru wartos$ci funkcji opisanejza pomocg wzoru.

4. Uczniowie ogladaja film i rozwigzuja wskazane polecenia.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela i wspolnie
omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jeden z uczniow podsumowuje zajecia, zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazujgc na mocne i stabe strony pracy uczniow.
3. Nauczyciel ocenia indywidualng prace i zaangazowanie poszczeg6lnych uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzuja w domu ¢wiczenia, ktorych nie rozwigzywali w czasie zajec.
2. Zadanie dla chetnych:

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru f(z) = —zt2

T b

gdy z € R,. Wyznacz jej zbior
wartosci.

Materialy pomocnicze:
Funkcja i jej wlasnosci. Czesc 1
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzystac¢ film do pracy w parach lub w grupach. Uczniowie
przygotowujg swoje propozycje, a nastepnie prezentujg je na forum klasy.


https://epodreczniki.pl/a/funkcja-i-jej-wlasnosci-czesc-i/DVgffn6ko

