Potega o wyktadniku rzeczywistym

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: dostepny w internecie: www.pigsels.com.

W poprzednich tematach przypomnieliSmy definicje i wtasnosci poteg o wyktadnikach
naturalnych oraz zdefiniowaliSmy potegi o wykladnikach catkowitych oraz wymiernych.

Wykorzystujac poznane do tej pory wiasnosci i definicje omowimy pojecie potegi
o wyktadniku rzeczywistym. Zastanowimy sie, czy liczba wymierna podniesiona do potegi
o wyktadniku niewymiernym moze by¢ liczbg wymierna.

Twoje cele

» Poznasz definicje potegi o wykladniku rzeczywistym.
» Obliczysz przyblizone wartosci poteg o wykladnikach rzeczywistych.
e Porownasz potegi o wykladnikach rzeczywistych.




Przeczytaj

Przypomnijmy, ze kazdg liczbe niewymierng mozna przyblizy¢ liczbami wymiernymi, na
przyklad przez rozwiniecie dziesietne. Kazda kolejna cyfra rozwiniecia dziesigtnego liczby
niewymiernej “zbliza” do rzeczywistej wartosci tej liczby.

Przypomnijmy kolejne przyblizenia wybranych liczb niewymiernych.

Liczba Cyfra Kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego danej liczby
niewymierna  jednoSci niewymiernej
V2 1 1,4 | 1,41 | 1,414 @ 1,4142 @ 1,41421 1,414213
V3 1 1,7 1,73 | 1,732  1,7320 @ 1,73205 @ 1,732050
V5 2 2,2 | 2,23 2,236 @ 2,2360 @ 2,23606 @ 2,236067
7r 3 3,1 3,14 3,142 3,1415 3,14159 @ 3,141592
Przyktad 1

Wykorzystujac kolejne cyfry rozwinig¢cia dziesietnego liczby V2, wyznaczymy kolejne
cyfry rozwiniecia potegi 3V2,

Rozwazymy kilka poteg liczby 3 o wyktadnikach bedgcych kolejnymi przyblizeniami
liczby v/2, czyli 31, 314, 31,41, 31,414 31,4142 3141421,
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Zauwazmy, ze im wiecej cyfr rozwinigcia dziesietnego liczby V2 wezmiemy pod uwage,
tym wiecej “ustala sie” cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby 3v2, Zestawmy powyzsze
obliczenia w tabelce:




Liczba Kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego danej liczby niev
NoER! 1,4 1,41 1,414 1,4142

3vV2 | 31=3 31446555 34~ 4706065 = 31414~ 4727695  3LAM2 x4,

-

Przy pomocy kalkulatora obliczamy 3V2 ~ 4,728804387.

Zauwazmy przy okazji, ze im wiekszy jest wykladnik potegi, tym wigkszg warto$¢ ma
sama potega.

Przyktad 2

Wykorzystujac kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego liczby v/3, wyznaczymy kolejne

cyfry rozwinigcia potegi 0,5‘/3.

Rozwazymy kilka poteg liczby 0,5 o wyktadnikach bedacych kolejnymi przyblizeniami
liCZby \/§’ CZYli 07 51’ 0,51,7, 0751,737 0,51,732’ 0, 51,73205’ 0’51,7320508:
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Zauwazmy, ze im wiecej cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby V3 wezmiemy pod uwage,
tym wiecej “ustala sie” cyfr rozwiniecia dziesigetnego liczby 0,5‘/§. Zestawmy powyzsze
obliczenia w tabelce:
Liczba Kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego danej liczby niewymierne;
V3 1 1,7 1,73 1,732 1,73205 1,7:

0,5\/5 0,5  0,307786... | 0,3014519... 0,3010343... 0,3010239... 0,3C

Przy pomocy kalkulatora obliczamy 0,5"3 ~ 0,301023743. ..

Zauwazmy przy okazji, ze im wiekszy jest wykladnik potegi, tym mniejszg wartoS¢ ma
sama potega.



Dwa powyzsze przyktady obrazuja, w jaki sposob oblicza sie wartosci poteg o wyktadnikach
niewymiernych. Odnotujmy w tym miejscu wazne zatozenie: , przyjmujemy, ze podstawa
potegi o wykiadniku niewymiernym jest liczbg dodatnig’.

RozwazyliSmy dwa przyktady poteg o wyktadnikach niewymiernych: 3V2 oraz 0, 5Y3. Mozna
udowodni¢, Ze obie te liczby sa niewymierne. Zastanowimy si¢ teraz, czy istniejg potegi
o wyktadnikach niewymiernych, ktore sg liczbami wymiernymi.

Zauwazmy, ze poznane do tej pory wiasnosci dziatan na potegach o wyktadnikach
wymiernych “przenosza si¢” na potegi o wyktadnikach niewymiernych, o ile podstawy tych
poteg s liczbami dodatnimi.

Rozwazmy teraz potege v/5 . Jesli ta liczba jest wymierna, oznacza to, ze istnieja potegi

V2
o podstawach i wyktadnikach niewymiernych, ktore s3 wymierne. Jesli za$ liczba V5 jest

SV

3\ V2 =2
niewymierna, wéwczas liczba | v/5 = = /b = 5 jest wymierna, co

prowadzi ponownie do wniosku, ze istnieja potegi o podstawach i wyktadnikach
niewymiernych, ktore s3 liczbami wymiernymi.

Powyzsze rozumowanie opiera sie¢ na zasadzie ,tertium non datur” (,,trzeciej mozliwosci nie
ma’), zwanejrowniez prawem wylaczonego Srodka, ktora jest fundamentem logiki
klasycznej (dwuwartosciowej). Oznacza to, ze albo prawdziwe jest zdanie p, albo zdanie

V2 —V
nieprawda, ze p. W przykladzie powyzej: albo V5 ? jest liczbg wymierng, albo V5 ? jest
liczbg niewymierng - trzeciej mozliwosci nie ma.

Poréwnywanie poteg o wyktadnikach rzeczywistych
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie: Podstawa potegi

Jesli podstawa potegi jest wigksza od jedynki, to wraz ze wzrostem wyktadnika wartos¢
potegi rowniez ro$nie.

Jesli podstawa potegi jest liczba wieksza od zera i mniejszg od jedynki, to wraz ze
wzrostem wyktadnika wartoS¢ potegi maleje.

Przyktad 3
Porownamy kilka poteg o wyktadnikach niewymiernych:

52 < 5‘/5, poniewaz podstawa jest wieksza od 1, wiec wieksza jest potega o wiekszym
wykladniku.
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(2) Vi (g)”, poniewaz podstawa jest dodatnia, ale mniejsza od 1, wiec wieksza jest

3
potega o mniejszym wyktadniku.

Przyktad 4

Poréwnamy liczby 522V,

Poniewaz 1,4 < V2 < 1,5 oraz 2,2 < V5 < 2,3,
wiec 514 < 5Y2 < 515 oraz 222 < 2V5 < 223,
Uzasadnimy, ze 223 < 514,

Poniewaz obie strony ostatniej nierownosci sg nieujemne, wiec poprzez podniesienie
ich do potegi dziesigtej otrzymamy nieré6wnos$¢ rownowazna:

(22’3) 10 < (51’4) 10.

Po zastosowaniu wilasnosci dziatan na potegach o wyktadnikach wymiernych,
otrzymujemy

2% < 51,

Zauwazmy, ze 223 = 2. 222 = 2. 411 73§ 514 = 53 . 511 = 125 . 511,
Poniewaz 125 > 2 oraz 51 > 411

wiec prawda jest, ze 2 - 411 < 125 - 51 czyli 223 < 514,

Zatem 2V5 < 223 < 5L4 ~ 5V2,

Stad 5V2 > 2V5.

Stownik
prawo wytaczonego srodka

podstawowe prawo logiki klasycznej (dwuwartoSciowej) orzekajace, ze sposrod dwoch
zdan: q oraz nieprawda, ze q jedno jest prawdziwe i jedno falszywe



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja przedstawiajgca potegi o wyktadniku rzeczywistym i rozwigz ponizsze

polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dn9nFywKz

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy poteg o wyktadniku rzeczywistym.

Polecenie 2

Ponizej wypisano kolejne przyblizenia liczby 55, Potacz w pary potege z poczatkiem jej
rozwiniecia dziesietnego.

52,23606 36,5548022. . .
52,236 36,5508035. . .
52,23 36,5547451. ..

52 36,1995448. ..

52,236067 25

p2:2 34,4932415. ..
HZ 36, 5543333. ..

52.23606797 36, 5547981. ..


https://zpe.gov.pl/a/Dn9nFywKz

Sprawdz sie

Cwiczenie 1
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Cwiczenie 3

Cwiczenie 4
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Cwiczenie 5

Wykorzystujgc podane przyblizenia, oblicz przyblizone wartosci poteg. Wyniki wpisz
w prawej kolumnie.

V2~ 1,4;v/3~1,75;v/5 ~ 2,25; V6 ~ 2,5

Potega Przyblizona wartos¢ potegi
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Cwiczenie 6

Uzywajac kalkulatora, podaj wartosci poteg z doktadnoscia do jednosci. Poréwnaj wartosci
wyznaczone z pomocg kalkulatora z tymi uzyskanymi w poprzednim ¢wiczeniu.

Potega Przyblizona wartos¢ potegi
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Cwiczenie 7

Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej. Przeciggnij poprawne
odpowiedzi w odpowiednie miejsca.
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Cwiczenie 8

Uporzadkuj podane liczby od najmniejszej do najwiekszej. Przeciagnij poprawne odpowiedzi
w odpowiednie miejsca.
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Cwiczenie 9 @

Ktora z liczb 2V7 i 7V2 jest wieksza? Odpowiedz uzasadnij bez uzycia kalkulatora.



Cwiczenie 10 @

Rozwiaz test. Wskaz poprawng odpowiedz.

Podstawa potegi o wyktadniku bedacym liczba niewymierng moze by¢ liczbg ujemna.

() Prawda

() Fatsz

Prawo wytaczonego srodka w logice klasycznej orzeka, ze sposrdd dwaoch zdan: p oraz
nieprawda, ze p jedno jest prawdziwe i jedno jest fatszywe.

() Prawda

() Fatsz

Liczba wymierna podniesiona do potegi o wyktadniku bedacym liczbg niewymierng moze by¢
liczbg wymierna.

() Prawda

() Fatsz

Liczba wymierna podniesiona do potegi o wyktadniku bedacym liczbg niewymierng moze by¢
liczbg niewymierna.

() Prawda

() Fatsz

Liczba niewymierna podniesiona do potegi o wyktadniku bedacym liczba niewymierng moze
by¢ liczbg wymierna.



() Prawda

() Fatsz



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Potega o wykladniku rzeczywistym

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

« definije potegi o wyktadniku rzeczywistym,
« oblicza przyblizone wartosci poteg o wyktadnikach rzeczywistych,
e porownuje potegi o wyktadnikach rzeczywistych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
 analiza materiatu zrodtowego (poréwnawcza);
o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekcji w temacie: ,,Potega o wyktadniku
rzeczywistym”.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1 w sekcji ,Animacja” - ,,Obejrzyj animacj¢ o potegach
o wyktadniku rzeczywistym i rozwigz ponizsze polecenia.” - prosi uczniow, aby
zapoznali si¢ z materialem. Uczniowie zapisuja ewentualne watpliwosci
i niezrozumiate aspekty, ktore zostalty w nim przedstawione - nauczyciel ttumaczy je
na forum klasy.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnuja swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczylem sie...



Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Potega o wyktadniku rzeczywistym?”).

Materialy pomocnicze:
» Potega o wyktadniku wymiernym
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Potega o wyktadniku rzeczywistym”.
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