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Zrédto: Jeremy Bishop, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tejlekcji skupimy sie¢ na wyznaczaniu odlegtosci punktu od plaszczyzny. Chociaz
definicja odlegtosci punktu od ptaszczyzny jest podobna do definicji odlegltosci punktu od
prostej (gdy obie figury lezg na jednej ptaszczyznie), to fakt rozwazania sytuacii

w przestrzeni trojwymiarowej stwarza zupeinie nowe mozliwosci. Omowimy tutaj
zastosowania tego pojecia odwotujac sie rowniez do znanych ze szkoty podstawowe;j
wielo$cianow.

Twoje cele

o Wyznaczysz odleglo$¢ punktu od ptaszczyzny.
» Zastosujesz pojecie odleglosci punktu od ptaszczyzny do rozwigzywania zadan
z geometrii przestrzenne;.




Przeczytaj

Odlegto$¢ punktu X od ptaszczyzny 7w bedziemy oznacza¢ d(X, ).
Jesli punkt X lezy na plaszczyznie m, to jego odlegtos¢ od tej ptaszczyzny jest rowna 0.

Jesli punkt X nie lezy na plaszczyznie 7, to jego odlegtos¢ od 7 jest rowna diugosci
najkrotszego odcinka, ktorego jednym z koncow jest X, za§ drugim punkt ptaszczyzny .

X

| X Xo| < | XX
| X Xo| < [XX|

Fatwo zauwazy¢, ze najkrotszy odcinek taczacy X z punktem plaszczyzny 7 jest do niej

prostopadty.



X Xo| < | XX,

,bo B < «

Rozwazmy punkty X oraz X1 nalezace do ptaszczyzny 7 takie, ze odcinek X X jest do niej
prostopadly. Wowczas trojkat X Xo X jest prostokatny i |[<X X1 Xo| < 90°. Poniewaz
naprzeciwko kata o mniejszej mierze lezy krotszy bok, wiec z tego, ze

<X X1 Xo| < |[<XXoX1|wynika, iz | X Xo| < | X X1].

Przyktad 1

Rozwazmy prostopadlo$cian o krawedziach wychodzacych z jednego wierzchotka, ktore
majg dtugosci 2, 3, 4 i wierzchotkach jak na rysunku.
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Odleglo$c¢ kazdego z punktow I, J, K, L od ptaszczyzny ABCD jest rowna 4. Odleglos¢
kazdego z punktow D, C, K, L od ptaszczyzny ABJI jest réwna 3. Odleglos¢ kazdego
z punktow A, D, L, I od ptaszczyzny BCK J jest réwna 2.

Przyktad 2

Punkty A i Blezg na ptaszczyznie w. Odcinki AC' i BD sg prostopadte do tej ptaszczyzny
i majg odpowiednio dtugosci 10 i 8. Uzasadnimy, ze proste AD i BC przecinajg si¢
w jednym punkcie oraz obliczymy odlegtos¢ tego punktu od ptaszczyzny .

Rozwigzanie

Mozemy zauwazy¢, ze poniewaz proste AC' i BD s3 prostopadle do tej samej
plaszczyzny, ktorg jest , to sg one réwnolegle. Wynika stad, ze leza na jedne;j
plaszczyznie - nazwijmy ja . Oznacza to, ze proste AD i BC tez leza na plaszczyznie ¢,
wiec przecinaja sie w jednym punkcie, nazwijmy go S.

Zauwazmy teraz, ze mozliwe sg dwa przypadki potozenia punktéow A i B wzgledem
ptaszczyzny

I. Punkty C'i D leza po tej samej stronie plaszczyzny .

C

Poniewaz proste AC'i BD sg rownolegte, wiec katy ACB i C'BD majg rowne miary (katy
naprzemianlegte). Rowniez katy ACB i S’S B maja rowne miary (katy odpowiadajgce). Na
mocy cechy kat-kat-kat trojkat S.S’ B jest podobny do trojkata C AB oraz trojkat AC'S jest
podobny do trojkata DBS. Z powyzszych podobienstw wynikaja stosunki:
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Z pierwszej rOwnosci mamy

s 10|BS|
195°) = srerzs ()

zas z drugiej

_10|BS| __ 5|BS|
ICS| = —= = 2~

: 5|BS y . -
Mozemy teraz |C'S| = % podstawi¢ do rownosci (*):
‘SS" _ _1loBS| _ _10BS| _ 10 _ 10 _ 40

CSITIBS] — B pg 3+ 1 9

. 40 _ 44
Zatem odlegto$¢ punktu S od plaszczyzny wto 5 = 4 5.

II. Punkty C'i D leza po roéznych stronach ptaszczyzny .

W tym przypadku mozemy zauwazy¢, ze katy ABC oraz S’ BS maja rowne miary jako
katy wierzchotkowe. Zatem na mocy cechy kat-kat-kat podobne sg trojkaty ABC'i S’BS.
Jako ze kat BAD jest katem wspolnym tréjkatéw prostokatnych BAD i S’ AS, to na mocy
cechy kat-kat-kat trojkaty rowniez sa podobne.



Z podobienstw tych wynikaja stosunki:

|AB|

|[AC| |88 |AB|  |AS|

Po podstawieniu otrzymujemy odpowiednio

10 _ 1SS |AB| _ |4BI1BS|
|AB] — |BS| 8 |SS’]
Z pierwszego réwnania mamy |BS’| = 22551 ¢o mozemy podstawi¢ do drugi
pierwszego rownania mamy = ——, co mozemy podstawi¢ do drugiego
roOwnania:
AB|-|SS’
AB| _ |AB|+ "

T = 55 , ktore po przeksztalceniach daje kolejno

|AB| - |SS’| = 8|AB| + & |AB| - |SS|

155’ =8+ 4S9
1|55’ =8
188’ = 40

Zatem odleglos¢ punktu przeciecia prostych AD i BC od plaszczyzny mw tym
przypadku jest rowna 40.

Uwaga!

W rozwigzaniu powyzszego zadania mozna postuzy¢ sie znanym faktem z geometrii
plaszczyzny. Jesli poprowadzimy prosta rownolegly do podstaw |AB| = ai|CD| = b
trapezu ABC D, ktora przechodzi przez punkt S przeciecia przekatnych tego trapezu
i przecina ramiona AD i BC' w punktach K i L, to kazdy z odcinkéw KS'i LS ma

s ab
diugosc =%

Przyktad 3

Zauwazmy, ze zbior wszystkich punktow przestrzeni trojwymiarowej, ktorych trzecia
wspotrzedna jest rowna 0, czyli punktow o wspotrzednych (z, y, 0), tworzy plaszczyzne:



Zatem plaszczyzna na rysunku powyzej ma rownanie z = 0.

Odlegloé¢ punktu K = (2, 3, 4) od ptaszczyzny o rownaniu z = 0 jest rowna 4.

Stownik
odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny

jesli dany punkt lezy na plaszczyznie , to jego odlegtos¢ od = jest rowna 0, jesli punkt nie
lezy na ptaszczyznie m, to jego odleglos¢ od 7 jest rowna odlegltosci od jego rzutu

prostokatnego na w



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje i przyktady zawarte w prezentacji multimedialnej. Na ich podstawie
wykonaj polecenie.

Polecenie 2
Rozwiaz test. Wskaz poprawng odpowiedz.

Pytanie

Dany jest ostrostup
prawidtowy ABCDS
o podstawie ABCD.
Wszystkie krawedzie tego
ostrostupa maja dtugos¢ 10
. Wysokos¢ tego ostrostupa
jest réwna:

10 O 5v2 O 10v2 O

Odcinek o dtugosci 6 jest
nachylony do ptaszczyzny
pod katem 30°. Odlegtosci
koncow tego odcinka od
sg rowne 2 i 5. Dtugos¢
rzutu prostokatnego tego
odcinka na 7 jest rowna:

3v3 O 3 O 6 O
Odlegtos¢ punktu
A=(-1,2, —3)od
ptaszczyzny o réwnaniu
x = 3 jest réwna:

2 O 4 O 5 O




Polecenie 3

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Odlegtos¢ punktu A = (1, 2, 3) od ptaszczyzny 7
jest rowna 2. Ptaszczyzna ™ moze mie¢ rownanie:

(] z=-1

() y=0

(] y=4



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH o wymiarach 3, 4, 5 jak na rysunku.
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Cwiczenie 2

Dany jest ostrostup prawidtowy ABC DF' jak na rysunku.

Ocen prawdziwos¢ zdan.

Odlegtos¢ punktu F' od
ptaszczyzny ABCD jest
mniejsza niz dtugos¢
odcinka BF'.

Odlegtosc srodka odcinka
AB od ptaszczyzny CDF
jest wieksza niz dtugosé
odcinka AD.

Odlegto$¢ punktu A od
ptaszczyzny BC'F jest

rowna dtugosci odcinka
AB.

Cwiczenie 3

F

Prawda Fatsz

O O

Dany jest ostrostup prawidtowy ABCD.S o podstawie ABC D. Wszystkie jego krawedzie

maja dtugosc 6. Oblicz odlegto$¢ punktu S od ptaszczyzny ABCD.



Cwiczenie 4

Punkt A lezy poza ptaszczyzna m, za$ punkty B i C lezg na tej ptaszczyznie. Niech A’ oznacza
rzut prostokatny A na 7. Wiadomo, ze |AB| = 50, |AC| = 34, za$ dtugos¢ rzutu
prostokatnego A B na 7 to 40. Oblicz dtugo$c¢ rzutu prostokatnego AC na .

Cwiczenie 5

Odcinek AB przebija ptaszczyzne m w punkcie S. Niech A’ i B’ beda rzutami prostokatnymi
punktéw A i B na .
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan.

Prawda Fatsz
Tréjkat AA’S jest
prostokatny. O O
Trojkat BB’ S jest
prostokatny. O O
Tréjkat AB’S jest
prostokatny. O O
Trojkaty AA’S i BB’S sa
podobne. O O
Tréjkaty BA’S i AB’S sa
podobne. O O
Tréjkaty AA’B’ i BB’A’ s O O

podobne.



Cwiczenie 6

Odcinek AB ma dtugo$¢ 15 i przebija ptaszczyzne w w punkcie S. Odlegtosci punktow A i B
od 7 sg rowne odpowiednio 1,4 i 2, 8. Niech A’ i B’ oznaczaja rzuty prostokatne punktéw A
i Bnam.

Przeciggnij poprawne liczby w odpowiednie miejsca.

Dtugo$¢ odcinka AS wynosi:, Dtugo$¢ odcinka BS wynosi:, Dtugo$¢ odcinka A’S wynosi:,
Dtugos¢ odcinka B’S wynosi:, Dtugo$¢ rzutu AB na 7 wynosi:

Dtugos¢ odcinka Liczba

Dtugos$¢ odcinka AS
WYNOSi:

Dtugo$¢ odcinka BS
WYNosi:

Dtugos$¢ odcinka A’S
WYNosi:

Dtugo$¢ odcinka B’S
WYNosi:

Dtugos$é rzutu ABna
WYNOosi:

Cwiczenie 7
Cwiczenie 8 @

Odcinek AB lezy na ptaszczyznie . Odcinek AC jest prostopadty do 7. Odcinek BD jest
nachylony do 7 pod katem 45° i jest prostopadty do AB. Ponadto |AB| = 6, |AC| = 8,
|BD| = 24/2. Oblicz |CD|. Rozwaz przypadek, w ktérym punkty C'i D lezg po tej samej
stronie ptaszczyzny .




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odleglo$§¢ punktu od plaszczyzny

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:
1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolno$ci proste
prostopadle nieprzecinajace si¢;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen;

 definiuje pojecie rzutu prostokgtnego punktu na ptaszczyzne;
e wyznacza rzut prostokatny na plaszczyzne;
» tworzy algorytm wyznaczajacy odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny i jego wyprowadzenie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda krokodyla;
» metoda tekstu przewodniego.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg sie z medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna”
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekcji w temacie: ,,Odlegtos¢ punktu od
ptaszczyzny”.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane s3 na forum klasy.

2. Uczniowie indywidualnie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ,0zywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnejWybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie¢ z medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” i rozwigzuja
polecenia z nim zwigzane.

Materialy pomocnicze:



» Punkty, proste i plaszczyzny w przestrzeni
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” do pracy
przed lekcjg. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na
zajeciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie
,Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny’.


https://epodreczniki.pl/a/punkty-proste-i-plaszczyzny-w-przestrzeni/DwxMXuIlv

