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Witasnosci symbolu Newtona
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Zrédto: Carlos Irineu da Costa, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Piraci z Penzance to jedng z najbardziej
znanych dziewigtnastowiecznych operetek,
autorstwa W. Gilberta i A. Sullivana.

Pod koniec I aktuy, jeden z jej bohaterow
general major Stanley Spiewa, przedstawiajac
swoje CV. Opisuje swoje wszechstronne
wyksztalcenie - powotujac si¢ nawet na
znajomos$¢ wzoru dwumianowego, zwanego

inaczej dwumianem Newtona.

Piraci z Penzance
The Pirates of Penzance, or, TheSlave of Duty
Rysunek przedstawiajacy finat aktu pierwszego

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.



Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Iam the very model of a modern Major-General,

I've information vegetable, animal, and mineral, I know the kings of England, and I quote the
fights historical

From Marathon to Waterloo, in order categorical;

I'm very well acquainted, too, with matters mathematical,

Iunderstand equations, both the simple and quadratical,

About binomial theorem I'm teeming with a lot o'news,

With many cheerful facts about the square of the hypotenuse.

Gilbert and Sullivan, Pirates of Penzance.

Okazuje sie wiec, ze juz w XIX wieku znajomo$¢ dwumianu Newtona byta wykladnikiem
dobrego wyksztalcenia. Zatem warto zaznajomic si¢ z tematyka dotyczacg zagadnien z tym
zwigzanych.

Twoje cele

e Zapiszesz rozwiniecie n—tej potegi dwumianu, wykorzystujac wzor dwumianowy.
o Obliczysz wspotczynnik liczbowy przy danym wyrazie rozwinigcia potegi
dwumianu.




Przeczytaj

Wz6r dwumianowy

Wzor dwumianowy, zwany tez wzorem dwumiennym, wzorem Newtona lub dwumianem
Newtona to nazwa twierdzenia, zgodnie z ktorym potege dwumianu (a + b)" mozna
rozwing¢ w sume jednomianow, przy ktorych wspotczynniki liczbowe sg odpowiednimi
symbolami Newtona. Wspolczynniki te zwane sg wspélczynnikami dwumianowymi.

Przypomnijmy zatem najpierw, jak wyznaczamy symbol Newtona (Z) , ktory pojawi sie we

wzorze dwumiennym Newtona jako wspotczynnik przy k-tym wyrazie rozwiniecia
dwumianu.
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Symbol (:) odczytujemy jako n nad k lub n po k.

Twierdzenie: Dwumian Newtona

Jesli a, b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi i n jest liczba naturalng dodatnig to:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) —(O>a +<1)a b—|—<2)a b-l—...—i—(n_l)ab +(n)b

Przyktad 1

Zapiszemy rozwiniecie trzeciej potegi sumy a + b, korzystajac z dwumianu Newtona.

(a+b)° = (3) a3+ (:1))) a3 1p! 4 (2) a3 252 & (g) a3-3p3

Obliczymy kolejne wspoétczynniki liczbowe rozwiniecia.
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Podstawiamy wyznaczone liczby do uzyskanego rozwini¢cia.
(a+b)°=1-a+3-a2' +3-alb® +1-b =a’+ 3a2b + 3ab® + b3
Przyktad 2

Zapiszemy w postaci sumy jednomianow potege (zc2 — 2y) 5, korzystajac z dwumianu
Newtona.

@ -2)"= () @+ () @) 2+ (5) @7 2w

O+ ()@ o+ (3) - o

Obliczamy wartosci kolejnych wspotczynnikow liczbowych.

5 —_—
°) =
5
(5)->
5 ! 4-3 60
D 5! 5-4 20
<3) = ey o 2 o 10
(5): 5 _ 5 _5_5
4 /TN R TN |
5\ _ _ st _ 1 _
<5> = BL-5! — o —

Podstawiamy znalezione liczby do uzyskanego rozwiniecia i wykonujemy potegowanie.
(2 —2y)° =12 + 525 (—2y) + 1025 - 4+

+10-2* - (~8y%) +5-2% - 16y +1- (-32¢°)

Wykonujemy mnozenie.

(332 — 2y)5 = 210 — 10 - 28y + 4025¢% — 80xy® + 80x2y* — 32¢°



Jesli we wzorze na dwumian Newtona podstawimy a = 1, b = x to otrzymamy wzor na
tak zwany szereg Newtona.

Wazne!

Wzér na szereg Newtona

(1+z)" = (Z) - (?)x—l— (Z)a:2+...+ (nf 1>w”—1+ <Z)x"

Przyktad 3
Obliczymy sume wspotczynnikow liczbowych w szeregu Newtona.

Podstawiamy do wzoru na szereg Newtona z = 1.

e =(o) < (0) @)+ (1) - ()
#=0) () a) e (7))

Odpowiedz:
Suma wspotczynnikéw liczbowych rozwiniecia n-tej potegi sumy 1 + z jest rowna 2".

Do wzoru na szereg Newtona podstawiamy teraz ¢ = —1.

() ()€) () (2

Stad otrzymujemy:

(6) @)+ @)= (- 6) ()

Wnioskujemy wiec, ze w rozwinieciu potegi (1 + x)" suma wspotczynnikow poteg

o wyktadnikach parzystych jest rowna sumie wspotczynnikow poteg o wyktadnikach
nieparzystych. Kazda z tych sum jest réwna 2" !,

Przyktad 4

JeSlin = 6to

0000000

JeSlin = 7to
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Dwumian Newtona a trdjkat Pascala

Porownujac liczby w kolejnych wierszach trojkata Pascala i kolejne wspotczynniki liczbowe
w szeregu Newtona, zauwazamy, ze liczby te sa rowne.

Wartosci kolejnych symboli Newtona mozna zapisa¢ w postaci trojkata Pascala.

0 1 (o)

1 1 1 (o) (1)

9 1 2 1 @ () ()

3 1 3 3 1 (o) () G) G)

4 1 4 6 4 1 (o) () G) G) @)
5 1 5 10 10 5 1 @) @) G G G G

Kolejnym wierszom trojkata odpowiadajg kolejne wartosci n, kolejnym wyrazom w kazdym
wierszu - kolejne wartosci k.

Skrajne wyrazy w kazdym wierszu rowne s3 jednosci, kazdy wyraz (poza skrajnymi) jest
sumg dwu wyrazow stojacych bezposrednio nad nim.

Korzystajgc z trojkatnej tablicy, mozna wiec szybko znalez¢ potrzebne wspotczynniki przy
danej potedze dwumianu.
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Przyktad 5

Okreslimy wspotczynnik liczbowy przy 4 wyrazie piatej potegi sumy x + 1.
Z powyzszej tabeli odczytujemy, ze czwarty wspotczynnik liczbowy to ( 3) .

Sprawdzamy w trojkacie Pascala, ze odpowiada on liczbie 10. Zatem szukany

wspotczynnik jest rowny 10.

Wiemy juz, ze sumy liczb w kolejnych wierszach trojkgta Pascala sg rowne kolejnym
potegom liczby 2. Wlasno$¢ te mozemy wykorzysta¢, chcac szybko obliczy¢ sume symboli
Newtona wystepujacych w kolejnych potegach dwumianu.

Na przyktad:

(o) () + () () (&) -

Zwro¢ uwage, ze obliczajgc sume symboli Newtona w kolejnych potegach sumy 1 + z,
mozna postapi¢ dwoma sposobami: skorzystac¢ z wlasnosci podanejw Przykiadzie 3 lub
sumy liczb w wierszach trojkata Pascala.



Wz6r na k-ty wyraz dwumianu Newtona

Jesli a, b s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi, n jest liczba naturalng dodatnig, & jest liczba
naturalng takg, ze 0 < k < n to, k-ty wyraz rozwiniecia potegi (a + b)" wyraza sie wzorem:

(7))

Korzystajac z tego wzoru, mozna wyznaczy¢ dowolny wyraz dwumianu Newtona.

Przyktad 6
Znajdziemy szosty wyraz wg rozwiniecia potegi (3z + 2)°.

n

k—1
we = 8 - (3x)3t1 0. 261
6—1

we = <§) - (3z)° - 2°

we = o - 272" - 32

Do wzoru < > - (am*t1-*ph-1) podstawiamy: n = 8, k = 6.

we = 210 . 86423 = 4838443

Odpowiedz:

Szosty wyraz rozwiniecia potegi (3z + 2)® jest rowny 483843,

Stownik
dwumian Newtona

to twierdzenie: jesli a, b sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi i n jest liczbg naturalng
dodatnig to

n o __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) —(O>a —|—<1>a b—|—(2)a b —|—...—i—<n_1)ab —i—(n)b




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacje. Staraj sie najpierw samodzielnie rozwigzaé¢ prezentowane tam
problemy, a nastepnie poréwnaj z przedstawionym materiatem.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtvT9cggyY

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejwlasnosci symbolu Newtona.

Polecenie 2

12
Znajdz wspotczynnik dwumianowy rozwiniecia potegi (i + \4/5) nie zawierajacy x.

Nz


https://zpe.gov.pl/a/DtvT9cggY

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

16

1 . .
3 )  wyraz zawierajacy

S . 1 _
W rozwinieciu dwumianu (zc T — I

) 1
z° to ( 96> z°.

0 Suma kolejnych wspétczynnikéw liczbowych w rozwinieciu dwumianu (1 + :c)m
jest réwna 102.

W rozwinieciu dwumianu (1 + a)n wspotczynniki liczbowe przy szostym
i dziewigtym wyrazie sg rowne, gdy n = 14.

5
0] W rozwinieciu dwumianu (\/§ + \3/3) warto$¢ wyrazu, ktory jest liczbg catkowita

jest rowna 60.

Cwiczenie 2 @)

Ponizej przedstawiono pewne wyrazenia. Potgcz w pary te, ktére sg sobie réwne.

() o
B+ (D) () ()




Cwiczenie 3

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.

.. . — _1\12 . . . .
W rozwinieciu dwumianu (\?’/x + 2z 1) zmienna x nie wystepuje w wyrazie:.

O 6
O 3
O 12
O 4

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Najwiekszy wspoétczynnik liczbowy w rozwinieciu potegi (2 + 3:r:)3 jest réwny:

O 324
O 27
O 36

O 54



Cwiczenie 6

Potacz potege dwumianu ze wzorem ogdlnym rozwiniecia dwumianu.

oy 5ot s
(\/§+w\/§)5 2) . (\/§>5_k- (ac\/g)k, ke Nil

N

(
32+ 4)" (1) 207 (1)t keNio <)
< )x_17+k-2k-y_k, EkeNi0O<k
Cwiczenie 7 @
Znajdz srodkowy wyraz rozwiniecia dwumianu (% + \/5)8.
Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze liczba K = 4™ + 21n — 1 jest podzielna przez 3.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dwumian Newtona

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa II lub II
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
2) stosuje podstawowe wilasnosci trojkata Pascala oraz nastepujace wiasnosci

wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): <n =1, n) =n, ( " ) =n,

O-(r) 0 6=

3) korzysta ze wzorow na: a® + b3, (a + b)" i (a — b)".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

« kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 zapisuje rozwiniecie n-tej potegi dwumianu, wykorzystujac wzor dwumianowy
 oblicza wspoétczynnik liczbowy przy danym wyrazie rozwiniecia potegi dwumianu



 integruje wiadomosci z roznych dzialéw matematyki, rozwigzujac zadania
kombinatoryczne
» krytycznie ocenia efekty swojej pracy

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 analiza morfologiczna
» analogie

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
o praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja wiadomosci i umiejetnosci zwigzane z symbolem Newtona
i pojeciem silni.

2. Nauczyciel nazywa problemy, ktorymi uczniowie bedg zajmowac si¢ w czasie zajec,
miodziez formuluje temat i ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach metodg analizy morfologicznej. Rozwazajg zagadnienia
zapisane przez nauczyciela na kartach pracy, opierajgc sie¢ na wiadomosciach z sekcii
»Przeczytaj” i animaciji.

Nauczyciel powinien tak kierowac¢ praca grup, aby wystgpity 3 gtowne fazy metody
morfologicznej: rozpoznanie problemow, przeanalizowanie ich, synteza.
Uczniowie mogg korzysta¢ z analogii, opierajgc si¢ o wiedze o symbolu Newtona.
Wynikiem pracy grup powinny by¢ ,tablice” z krotkim resume podsumowujgcym
uzyskane wiadomosci.

2. Liderzy grup prezentuja wyniki prac swoich grup, zwracajgc uwage na najwazniejsze
uzyskane wiadomosci.



3. Wyjasnienie watpliwosci, wspolne rozwigzanie 2 - 3 ¢wiczen interaktywnych.
Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie krytycznie oceniajg swojg prace indywidualng i udziat w pracy grup.
2. Nauczyciel przedstawia swoje spostrzezenia.

Praca domowa:

» Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktére nie zostaty
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:
Podzbiory zbioru skonczonego (tres¢ rozszerzona)
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako wprowadzenie do tematyki zwigzanej z kombinatoryka.
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